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Calcul différentiel

Feuille d’exercices #18

& Partie A - Premiers pas différentiels

* Exercice 1 — Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité?

_ xy(x+y) .

xy 1-cos(xy)
Ziyp ) VT s

(x,y)— _xzy (x,y)
X, s(x,
y X2+ y2? Y

xy?
1- cos(x2 + y2)
( x2 4+ y2)2
Montrer que f est prolongeable par continuité en (0,0). Ce prolongement admet-il
des dérivées partielles en (0,0) 2 Est-il de classe € sur R??

* Exercice 2 — Soit f définie sur R2\ {(0,0)} par f(x,y) =

» Exercice 3 — Soit f définie sur R? par f(x, y) = cos(x— y). Donner une équation
du plan tangent a la surface représentative de f au point (7/2,0, f (7/2,0)).

* Exercice 4 — Soit f € CHR2 R) telle que f(x+t,y+1) = f(x,y) pour tous
X, ¥, t € R. De quelle équation aux dérivées partielles f est-elle solution?

» Exercice 5— Soit ¢ : R — R, f : R — R deux fonctions de classe ¢ sur R et la
fonction F : R?> — R définie par F(x, y) = f(x + @()).
0°FOF 0°F OF _

Vérifier que F est de classe 4 sur R? et établir I'égalité Pyl 5 - m Fie 0.

* Exercice 6 — Déterminer toutes les fonctions f de classe € sur R telles que :

AF(x,y):% ou F:|[R*xR — R
J
(x,y) f(x)

** Exercice 7— Polynémes homogénes
0’P 0*P
— =0

n
Trouver tous les polynémes P(x, y) = Z apxk yk tels que — —— =
k=0 ox~ 0y
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» Exercice 8 — Soit f : R — R une fonction de classe ¢! sur R.

On considere la fonction F définie sur % = R* x R par F(x, y) = f(jgy) '

1. On suppose f(0) = 0. Peut-on prolonger F par continuité a R??

2. Calculer les dérivées partielles de F sur %.

** Exercice 9 — Fonctions harmoniques et propriété de la moyenne
Soit f: R? — R une fonction de classe ¢ vérifiant :

Af—az—f+62—f—

= =0
ox?  0y?

On pose, pour tout (r,0) € R} x [0,27], F(r,0) = f(rcos(0), rsin(0)).
L Mont 62F+162F+16F 0
. Montrer que — + - — +——=0.
52 2502 " or
1 2m
2. On pose, pour tout r >0, ¢(r) = py= f(rcos(@),rsin(0)) d6.
0

a) Montrer que ¢ est de classe € puis que r¢” (r) + ¢’ (r) = 0.
b) En déduire que ¢ est constante.

+00 e—n(x2+y2)
** Exercice 10 — Montrer que (x, y) — Z

n=1

-— estde classe &' sur R2.
n

& Partie B - Equations aux dérivées partielles

» Exercice 11 — Déterminer toutes les fonctions f de classe 4! sur R? telles que :

of of
v ) Rz) PYASAZ) = YRS =2
(x,y) € ox (x,y)=0 et dy (x,y)=2y

* Exercice 12 — A l'aide d’'un changement de variable linéaire, déterminer toutes
les fonctions de classe ¢! sur R? qui vérifient :

of of
2 e _— =
V(x,y) eR5, 26x (x,9) dy (x,y)=0
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* Exercice 13 — Donner les fonctions f € € Ly R) vérifiant pour tout (x,y) €% :

0 0
1. x—f(x,y)+ya—f(x,y)=z,02/=|]%*><[R, enposantuzxetvz%.
of of CR2\R
2. f(xy)+x (x,y)+y (xy)+x +y2=0,% =R?>\R~ x {0}.

* Exercice 14 — Donner les fonctions f € 62 (%,R) vérifiant pour tout (x, y) € % :

2 52
L. 0 f( X,y )— f (x y)+ f(x y)=0,% =R? enposantv=yetu=x+y.

f f

2. X (x y) - (x y) = = (IRDZ, enposantu=xyetv= X.
X

*+ Exercice 15— Soit f : R? — R une fonction de classe ¢’'. On dit que f est
homogeéne de degré « € R si, et seulement si,

Vt>0, V(x,y) eR?

2 Of of
Montrer que pour tout (x, y) € R, xa (x, )+ ya— (x,y)

flx, ty) =t*f(x,y)

= a f(x,y) puis établir la

réciproque.

& Partie C - Différentielle, gradient et vecteurs tangents

) 1
* Exercice 16 — Etablir la différentiabilité de ’application z — — définie sur C*
z
et expliciter sa différentielle.

* Exercice 17 — FEtablir la différentiabilité et donner les différentielles des appli-
cations définies sur ./, (R) par f(M) = M? et g(M) = Tr(M?>).
* Exercice 18 — Déterminer la différentielle en 0 de exp : .#,(C) —

M (C).

*x Exercice 19 — Déterminer le gradient de I’application définie sur R” \ {0} par
f(x)=1x|% avec a > 0.

L
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** Exercice 20 — On note || - || une norme de ., (R) sous-multiplicative.
1. Soit M € .#,(R) telle que | M| < 1.

+00
Montrer que I, — M est inversible, d’inverse ) M k,
k=0
2. Justifier la différentiabilité et calculer la différentielle de ’application défi-
nie sur GL,(R) par f(M) = ML

On commencera par établir la différentiabilité en I,,.

*x Exercice 21 — Montrer que I'application det : .#,,(R) — R est de classe €
puis calculer sa différentielle en I, puis en toute matrice inversible.

*x Exercice 22 — Soit f € ¢! (Ry;R) vérifiant £(0) = 1 et f/(0) = 0. On munit R”
de sa structure euclidienne canonique. On pose, pour tout x € R”, F(x) = f(llx|)x.

1. Montrer que N : x — | x|l est de classe €' sur R"\ {0} et exprimer sa diffé-
rentielle a I’aide d'un produit scalaire.

2. Montrer que F est de classe ¢! sur R” et déterminer sa différentielle.

** Exercice 23 — Une nouvelle preuve du théoreme spectral
Soient (E, {-,-)) un espace euclidien et u € ¥ (E). Pour Q = E\ {0}, on pose :
(u(x), x)

Il x|

1. Montrer que f est bornée sur Q et atteint un maximum en un point x, de
la sphére unité.

VxeQ, fx)=

2. Montrer que f est de classe ¢! sur Q et calculer sa différentielle en x € Q.
3. En déduire que xj est un vecteur propre de u.

4. Montrer qu’il existe une base orthonormale de vecteurs propres de u.

*xx Exercice 24 — Décomposition polaire
1. Montrer que O, (R) est un compact de .#,(R).
2. Soit A€ .#,(R). Déterminer la différentielle en 0 de M — || A —exp(M)]|.

3. On suppose que pour tout Q € O, (R), |1, — All < 12— All.
Montrer que A €.%,(R).

4. Ftablir 'existence de U € 0, (R) et de S € .7, (R) telles que A= US.

]
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*x* Exercice 25 — Groupe symplectique
0 I,

-I, 0

1. Montrer que (%, x) est un groupe.

2. Montrer que Ty, & ={M € 4>, ([R) | MT]+]M= 0}.

3. Montrer que T, .% est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

On note J = € Mop® et F ={Me Mp@® | M JM=J}.

%%+ Exercice 26 — Fonctions convexes de classe ¢!
Soient Q un ouvert convexe de R" et f: Q — R.

1. Montrer que f est convexe sur Q si et seulement pour tout (x, y) € Q2,
¢x,y:t— f(x+1t(y—x)) est convexe sur [0,1].

2. On suppose f différentiable sur Q.
a) Soit (x, y) € Q2. Justifier que ¢,y est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa
dérivée en fonction de Vf.
b) En déduire que f est convexe si et seulement si,

V(x, ) €Q?  f(3)=fx)+(Vf(x),y—x)

c) Montrer que cette derniere condition est équivalente a :
V() eQ?, (Vi) -V (x),y-x) =0

3. Soient f convexe et différentiable sur Q ainsi que x* € Q tel que Vf(x*) = 0.
Montrer que f admet un minimum global en x*.

* Exercice 27 — On munit R” du produit scalaire usuel. Soit f € €2 (R",R).

1. On suppose la hessienne de f nulle en tout point. Prouver I'existence de
a€R" et b € R tels que pour tout x € R",

fx)=(a,x)+b

2. On suppose la hessienne de f constante sur R”. Prouver I'existence de
ue.ZR"), aeR" et b eRtels que pour tout x € R”,

f)= %(u(x),x> +{a,x)+b

L

& Partie D - Extrema locaux, multiplicateurs de Lagrange
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*+ Exercice 28 — Etudier les extrema des fonctions suivantes :
(x,7) — x>+ =3xysurR%; (x,y)— (x—y)e* surR?;

Xy

*\2
Qr0dspary @)

(x,1) — xIn(x?) + y* sur R* xR; (x,y) —

»» Exercice 29 — Etudier les extrema de (x, y) — ae *+be Y +ce**Y o1 a, b, ¢ > 0.

** Exercice 30 — Déterminer  sup
(x,)€[0,m/2]?

sin(x) - sin(y) - sin(x + y).

** Exercice 31 — Onpose 2 = {(x,y) ER* | x =0,y >0,x+ y < 1}.
1. Montrer que 2 est une partie fermée bornée de R?.
2. Soienta>0,b>0,c>0et f: 2 — R définie par f(x,y) = x*y?(1 - x - y)°.
Montrer que f est continue sur & puis déterminer (xs’;});e)@ fx, ).

** Exercice 32 — Soient E un espace vectoriel euclidien et u € E \ {0}.
Etudier les extrema de la fonction fix— lxll* = (x, ).

**+ Exercice 33 — Soient (E, (-,-)) un espace euclidien, a€ .**(E) et be E.
On note ¢ 'application définie sur E par ¢(x) = (a(x), x) —2({b, x).

1. Montrer que ¢ est coercive, c’est-a-dire que | ﬁim @(x) = +oo.
X||—+oo

En déduire que ¢ admet un minimum sur E.

2. Montrer que ce minimum est atteint en l'unique solution de a(x) = b.

*x Exercice 34 — On munit I'espace & = R" de sa structure euclidienne cano-
nique. Soient (a1,...,a,) €eR*\ {0} et BeR.
1. Déterminer la distance d'un point M; € & a I'hyperplan affine d’équation
a1x)+---+apx, = falaide dune minimisation sous contrainte.

2. Retrouver ce résultat a I’aide d'un raisonnement géométrique élémentaire.

**x Exercice 35— Soient n e N\ {0,1} et ay, ..., a, des réels strictement positifs
n n— 1 n
de somme égale a 1. Montrer de deux facons I'inégalité H ai(l-—a;) < ( 2n) .
i=1 n
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