MATHEMATIQUES 2024 - 2025

Résumé 18 — Calcul différentiel

Applications de classe ¢!

Soit f: % C E — F ou E et F désignent deux e.v.n. sur R
de dimensions respectives p et n et %/ un ouvert de E.

— Différentielle

— Définition : Différentielle en un point

Lapplication f est dite différentiable en a € % s’il
existe ¢ € Z(E, F)tel que:

fla+h) = f(@)+(h)+o(h)

Lapplication est alors unique, on I'appelle différen-
tielle de f au point a. On la note df, oudf(a).

Notation : o(h)=||hlle(h)oue: E — F ete(h) oo Or-

fla+h) = fla)+df,(h)+o(h)

Proposition
’_Si f estdifférentiable en a, f est continue en a.

* Si f et g sont différentiables en a, Ag + ug aussiet:
d(Af +ugla =Adf, +udg,

* Si f est différentiable en a et g en f(a), alors go f est
différentiable en a et :

d(gof)a :dgf(a)odfa

— Définition : Différentielle, application de classe ¢!
* f est dite différentiable sur % si f est différen-
tiable en tout point de /. On appelle alors diffé-
rentielle de f I'application :

df :|% cE — Z(E,F)
a — df(a)=df,

* Lapplication f : % C E — F est dite de classe 6"
sur % si f est différentiable sur % et si sa différen-
tielle df est continue sur %/.

Si f est de classe 6! sur %, on dira aussi que f est conti-
ntment différentiable sur % .

— Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

— Définition : Dérivée selon un vecteur

Soit u € E. Lapplication f est dite dérivable en a
selon le vecteur u sila fonction t — f(a + tu) est
dérivable en 0. On pose dans ce cas :

fla+tu)—f(a)

Di(fNa)=lim =

Quand une fonction est différentiable, elle est dérivable
dans toutes les directions.
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Proposition
Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a
selon u pour tout vecteur u € E et D,(f)(a)=df,(u).

On munit désormais E d'une b.o.n. (ey, ..., ey).

— Définition : Dérivées partielles
Pour j €[1, p], on appelle dérivée partielle en a d’in-
dice j la dérivée de f en a suivant ej, c’est-a-dire :

of fla+te;)—f(a)
r

a—xj(a)=1tlg(}

Si f est différentiable en a, alors les dérivées partielles
existent et :
of

Vjell,pl ﬁ(ﬂ) =df,(e;)
j

p P P
o
df,(h)=df, (Z hje,-) =Zhjdfa(ej)=2h,-a—£(a).
=1 j=1 Jj=1 I
En notant dx; les applications h— h;,

— Théoréeme : Caractérisation

Soit f: % C E — F. f est de classe 6! sur % si et
seulement si les dérivées partielles de f existent et
sont continues en tout point de % .

Si f est de classe 6! sur % eta € %, alors :
(a+h) = f( )+§p:h af( )+o(h)
fla h:ofa a fa_xj“ 0

Pour calculer la différentielle en un point, on peut revenir
a la définition ou bien calculer les dérivées partielles.

— Jacobienne

On munit désormais F d'uneb.o.n. (e}, ..., e, ). On appelle
jacobienne de f au point x =(x,,..., x,) la matrice repré-
sentative de df, dans les bases (e;);<j<p et (])i<i<n :

o h
ff(x)=(a—;(x)) =] :
PSS ohyy, o
3)(,'1 X axp

(x)
Si f est de classe 6! sur %, pour tout x € %,

]gOf(x) = ]g(f(x)) x ]f(x) car d(gof) :dgf[x) odfy

Lycée Louis-le-Grand - MP
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> Soient % un ouvert de R? et I un intervalle de R. On
considere les deux applications de classe € :

U — R
(x,y) — flx,y)

gl — U et f:
t— (x(1), (1)

Lapplication 1 — f(x(t), y(t)) est de classe € sur I et
pour tout t €1,

10N af / af
(fop)(t)=x"(t) 57 (x(0). y(t) +y (I)E(X(t),y(t))

> On considere les applications [ :R? >R, ¢ : RZ > R et
Y :R? >R de classe 6! surR? et :

F:| RZT—R
(x,y) — flolx,y)y(x,¥)

Alors F est de classe 6! sur R? et pour tout (x, y) € R?,

OF (o122 ). 0f
a(x,y)— ax(x,y) ax(sﬂ(x,y)ﬂ,b(x,y))

1% 0
+ Se ) St o)
OF % 1%
St )= 520 Shpte )
oy, ) of
+ E(X»J’) E(SO(X: y)r lﬂ(x,J’))

— Gradient associé a une fonction numérique

Soit f : % c E — R une fonction numérique, supposée
différentiable en a. On peut alors définir le gradient de f

au point a par ses coordonnées dans une b.o.n. (ey, ..., ep) :

0
—f(a)

0x

of
6_xp(a)

Le théoreme de Riesz fournit une définition intrinseque :

Définition : Gradient

Onappelle gradientde f ena etonnote V f(a)levec-
teur associé a la forme linéaire d f,,. Pour tout h € E,

dfu(h)=Vf(@)h=Vf(a)-h

Sif:% c E—Restdeclasse 6,

Vxei, f(x+h)hiof(x)+Vf(x)Th+o(||h||)

— Dérivées le long d’un arc et vecteurs tangents

Proposition : Dérivation le long d'un arc

Sif:% cE—Fety:IcR— E sontde classe ¢!,
alors f oy est de classe 6! sur I et:

Veel, (forY(t)=dfyn(r' (1)
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— Proposition : Intégration le long d'un arc
Sif:% cE—Fety:[0,11cR— E sontde classe
Gl etsiy(0)=aety(l)=b,alors:

1

f(b)—f(a)=J dfo(r/(1)de
0

Si % est un ouvert connexe pararcset f: %4 CcE—F, f
est constante sur % ssi pour tout a € %, df, =04 F)-

— Définition : Vecteur tangent

Si X est une partie de E et x € X, un vecteur v de E
est tangent a X en x s'il existe £ > 0 et un arc y défini
sur | —¢&, ] dérivable en 0 a valeurs dans X, tels que
7(0)=x ety’(0)=v.

On note T, X I'ensemble des vecteurs tangents a X en x.

— Définition : Hyperplan tangent

Soient g est une fonction numérique de classe 6!
sur l'ouvert %, X 'ensemble des zéros de g, x € X.
Sidg, est non nulle, T, X =Ker(dg,) =V f(x)*.

Applications de classe ¢ ¢

— Dérivées partielles d’ordres supérieurs

On définit par récurrence les dérivées partielles d’ordres
supérieurs :

okf a( ar-1f )

ﬁx,-ku-axil 3x,~k 3x,-k_l~~axil

— Définition : Application de classe €*

Une application est dite de classe 6 * sur un ouvert
 sitoutes ses dérivées partielles d’ordre k existent
et sont continues.

— Théoréme : Théoréeme de Schwarz

Soit f : % c E — F une application de classe 62 sur
un ouvert % de R2. Alors,
ocf

o%f _
8x6’y(a)_ 6y3x(a)

Yaec,

— Hessienne

La hessienne au point a € % de la fonction numérique
f:% cR" >R de classe 6 est la matrice symétrique :

o%f o%f
o ax12(a) “ Fmdx, (a)
Hy(a)= ( . (a)) = : :
xiaxj 32f azf
8x16’xn(a) axnz(a)

On dispose de la formule de Taylor-Young al'ordre 2 :

Vxeu, f(x+h) = f(x)+Vf(x)Th+%hTHf(x)tho(IlhIlz)
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Optimisation

Toutes les fonctions considérées sont des fonctions nu-
mériques.

— Condition d’ordre 1

— Définition : Point critique

Soit f: % c R" — R de classe 6 sur 'ouvert % .
On dit que a € % est un point critique de f si:

of
6_)cl(a)
df, =04 r) C'est-a-dire Vf(a) = : =0
of
x, (a)

f admet un maximum en a € RP si et seulement s’il existe
un voisinage % de a tel que :

Vxew, f(x)<f(a)
La définition est analogue pour un minimum.

Théoreme : CN d’existence d’'un extremum

Si f:% cRP —Rdeclasse 6! surl'ouvert % admet
un extremum au point a € %/ alors a est un point
critique. Cela revient a dire que V f(a) =0.

La propriété est fausse ailleurs que sur un ouvert. De plus,
tout point critique ne correspond pas nécessairement a
un extremum (cas des points selles).

— Condition d’ordre 2

Théoréme : CS d’existence d’'un extremum

Soit f: % c R" — R de classe 62 sur 'ouvert % .

Si a est un point critique de f et Hf(a) € " (R),
alors f atteint un minimum local strict en a.

Pour n =2, le déterminant et la trace nous permettent de
trouver facilement le signe des valeurs propres.

— Optimisation sous contrainte

Théoréme : Multiplicateur de Lagrange

Soient f et g deux fonctions numériques de classe
€'surl’ouvert  de Eet X ={x €% | g(x)=0}.
Sila restriction de f a X admet un extremum local
enacX etdg, #0, alors df, est colinéaire a dg,,.

Lexistence de A € R* tel que V f(a)=AVg(a) en un point
critique a est une simple condition nécessaire. On mene
ensuite une étude locale ou on donne un argument de
compacité pour justifier la présence d'un extremum.

Année 2024/2025

Lycée Louis-le-Grand - MP



	1 Structures algébriques
	A Structure de groupe
	B Structures d'anneau et de corps
	C Structure d'algèbre

	2 Polynômes et fractions rationnelles
	A Polynômes
	B Fractions rationnelles

	3 Matrices, espaces vect. et applications linéaires
	A Matrices
	B Systèmes d'équations linéaires
	C Espaces vectoriels
	D Applications linéaires

	4 Déterminants
	A Déterminant d'une matrice carrée
	B Déterminant d'une famille de vecteurs
	C Déterminant d'un endomorphisme
	D Orientation de l'espace, produit vectoriel

	5 Réduction d'endomorphismes
	A Éléments propres
	B Polynômes d'endomorphismes et de matrices
	C Diagonalisation
	D Trigonalisation

	6 Espaces préhilbertiens réels
	A Produit scalaire
	B Orthogonalité

	7 Endomorphismes d'un espace euclidien
	A Adjoint d'un endomorphisme
	B Isométries vectorielles
	C Endomorphismes autoadjoints

	8 Probabilités discrètes
	A Dénombrement
	B Probabilités discrètes
	C Variables aléatoires discrètes

	9 Espaces vectoriels normés et topologie
	A Norme et distance
	B Comparaison de normes
	C Notions générales de topologie
	D Continuité dans un espace vectoriel normé
	E Parties compactes
	F Parties connexes par arcs

	10 Fonctions d'une variable réelle
	A Continuité
	B Dérivabilité
	C Formules de Taylor
	D Développements limités et relations de comparaison
	E Fonctions convexes
	F Fonctions vectorielles

	11 Suites numériques et vectorielles
	A Suites numériques classiques
	B Convergence des suites numériques
	C Relations de comparaison
	D Suites vectorielles

	12 Séries numériques et vectorielles
	A Sommes classiques
	B Convergence des séries numériques
	C Séries à valeurs dans un e.v.n. de dim. finie

	13 Familles sommables
	A Ensembles dénombrables
	B Familles sommables de nombres complexes
	C Application aux séries doubles

	14 Suites et séries de fonctions
	A Suites de fonctions
	B Séries de fonctions
	C Approximation uniforme

	15 Séries entières
	A Rayon de convergence
	B Régularité de la somme
	C Développements en série entière

	16 Calcul intégral
	A Intégration sur un segment
	B Intégrales généralisées
	C Théorèmes de Lebesgue
	D Intégrales à paramètre

	17 Équations différentielles linéaires
	A Équations linéaires scalaires d'ordres 1 et 2
	B Systèmes différentiels linéaires

	18 Calcul différentiel
	A Applications de classe C1
	B Applications de classe Ck
	C Optimisation

	19 Formules trigonométriques

