MATHEMATIQUES 2025 - 2026

14 Géométrie euclidienne

«Il faut donc que l'éleve se mette en état, d'une part, de pouvoir écrire en

analyse tous les mouvements qu'il peut concevoir dans Uespace, et, de

Pautre, de se représenter perpétuellement dans l'espace le spectacle
mouvant dont chacune des opérations analytiques est l'écriture. »

Gaspard Monge — Cours de géométrie descriptive (1746-1818)
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Un des objectifs de ce chapitre est d’étudier les endomorphismes remarquables d'un espace euclidien, comme
les isométries vectorielles et les endomorphismes autoadjoints.

(E, (-|-)) désignera par la suite un espace euclidien, de dimension notée n.
Soit u € Z(E). En guise de préambule, déterminons sa matrice M dans une base orthonormale % = (e, ..., ;).
n (uler)le;) ... (uley)ler)

Vjell,n], u(ej):Z(u(ejNei)ei etdonc M =Matg(u)=

= (ulevlen) .. (ulen)len)

La j®™€ colonne de M s’écrit Cj=((u(ej)le;))i<i<n €t par conséquent, M™M= ((u(el-)| u(ej)))l. jelunl’

B ! | Adjoint d’'un endomorphisme

Commencons par définir, dans ce contexte euclidien, I’adjoint u* de 'endomorphisme u. Cet endomorphisme
est 2 u ce que la matrice M est 4 la matrice M (dans une base orthonormale).

Théoréme 14.1 : Représentation des formes linéaires
Soit (E, (-|)) un espace euclidien. Pour toute forme linéaire ¢, il existe un unique vecteur a € E tel que :

VxeE, ¢(x)=/{alx)

Démonstration
Pour tout a € E, x — {a|x) est une forme linéaire. Justifions maintenant que 1’application suivante est un
isomorphisme entre E et son dual E* = %(E,R):

£.|E — E*
a — [x— (alx)]

Lalinéarité de & estimmédiate et dim(E) = dim(E*). Il suffit donc de justifier 'injectivité de £. Soit a € Ker(&).
Cela signifie que x — (a|x) est 'application nulle de E. En évaluant en a, on obtient ||a||> =0 donc a = 0.
La bijectivité de £ en découle. La surjectivité de £ permet alors de conclure. u

En dimension finie, toute forme linéaire est donc issue d'un produit scalaire. De ce fait, toute forme linéaire
sur ./ ,(R) est de la forme M — Tr(AM).
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Théoreme / Définition 14.2 : Adjoint d’'un endomorphisme
Soit u € Z(E). Il existe un unique endomorphisme v de E vérifiant :

Vx,y€E, (u(x)ly)={(xlv(y))

Un tel endomorphisme est appelé adjoint de u et est noté u*.

Démonstration

* Existence et unicité
Soit y € E. Lapplication x — (u(x)|y) est une forme linéaire. D’apres le théoreme de représentation, il
existe un unique vecteur a,, € E tel que:

VxeE, (u(x)ly)=/(xlay)
On pose alors u*(y) = a,. Ainsi, pour tous x, y € E, (u(x)|y) = (x|u*(y)).
e Linéarité
Il ne reste qu’a vérifier la linéarité de u*. Soient y, » € E et A € R. Alors, par bilinéarité du produit scalaire,
VxeE, (u(x)lAy+ ) =(xlu*(Ay+ )
= Mu(x)lyn) + (u(x)ly2) = Mxlu*(n)) + (xlu*(32)) = (xIAu* () + u*(32))

Ainsi, (x|u*(Ay + yo)— Au*(1)— u*(3»)) =0 pour tout x € E.
Le seul vecteur orthogonal a tous les autres est nul : u*(Ay; + )= Au*(31)+ u*(p). [ |

On dispose des propriétés suivantes, simples adaptations des propriétés relatives aux transposées de matrices.

Proposition 14.3
(i) L'application u — u* est linéaire.
(ii) Pourtous u,v € Z(E), (uov)*=v*ou*.

(iii) La passage a’adjoint est involutif : pour tout u € Z(E), (u*)*=u.

Démonstration

(i) Soient u,v € Z(E)et A€R. Alors, pour tous x,y € E,

(Au+v)(x)ly) = Mulx)ly) +{vx)ly) = Ax|u*(y) + (x|v*(y)) = (x|(Au* + v*)(y))

Par unicité de 'adjoint, (Au + v)* = Au* + v*.

(ii) Soient u,v € Z(E). Alors, pour tous x,y € E,

(uv(x)ly) = (v(x)u*(y)) = (xlv*(u*(y))

Toujours par unicité, (u o v)* = v*o u*.

(iii) Enfin, pourtous x,y € E, (u(x)|y) = (x|u*(y)) = (u*(y)|x) = (y|(v*)*(x)). D’'ouI'égalité (u*y*=u. m

Exercice 1
Soit u € Z(E).

(i) Montrer que Ker(z*)=(Im u)* et Im(u*) = Ker(u)*. Que vaut rg(u*)?

(ii) On suppose ici que u € GL(E). Montrer que u* € GI(E) et que (¢*)~! = (u~1)*.

Exposons un résultat dont on peut soupconner I'intérét majeur en matiere de réduction.

Proposition 14.4
FSoit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors, F' est stable par u*.
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Démonstration
| Soit y € F*. Montrons que u*(y) € FL. Pour tout x € F, (u*(y)|x) = (y| u(x)) =0. [ |
~——

xe€F

Proposition 14.5 : Matrice de 'adjoint dans une base orthonormale
FSoit 2 une base orthonormale de E. On pose M = Mat 4(u). Alors, Mat 4 (u*)=M .

Démonstration
| Notons 8 =(ey, ..., e,) une base orthonormale de E, M = Matg(u) et M’ =Mat g(u*).
| D’apres le préambule, m; ; = (u(e;)|e;) et m:] =(u*(e;j)le;) = (u(e;)lej) = m; ; pour tous i, j €[1, n].
| 1l en découle directement M’ =M. [ |

On en déduit en particulier que les endomorphismes « et u* ont méme rang, méme déterminant, méme trace
et méme polyndéme caractéristique.

Exercice 2
| Soit u € Z(E), ou1 E est un espace euclidien. Exprimer ||u*||op puis || u* o ul|op a 'aide de [|ulop.

B 11| Isométries vectorielles et matrices orthogonales

A - Matrices orthogonales

Soient B = (ey,...,e,) et B’ =(e],..., e, ) deux bases orthonormales de E.

On note P la matrice de passage de 8 a B’. & & g
n €
/ / /
e; :Z<ej|ei>ei et P ;=(e;le;) e _p
i=1

n
De méme, e; =Z<ej|ei/>ei/ donc (P71); ; = (e/le;).
i=1

On remarque que pour tout (i, j) €[1, n]?, (P™1); ;= P;; donc P! =PT. Ainsi, PTP =PP" =1,.

Définition 14.6 : Matrice orthogonale
rOn appelle matrice orthogonale toute matrice M € .#,(R) telleque MM =MM ' =1I,,.

Toute matrice orthogonale M est inversible, d’'inverse M . De plus, det(M " M) = det(M)?> = 1 donc det(M) = £1.
Ce résultat nous ameéne a distinguer deux types de matrices orthogonales.

Théoréme / Définition 14.7 : Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal
* On appelle groupe orthogonal le groupe des matrices orthogonales; ce groupe est noté O,(R) ou O(n).

¢ Onappelle groupe spécial orthogonal le groupe des matrices orthogonales de déterminant +1 également
qualifiées de matrices orthogonales positives; ce groupe est noté SO ,(R), SO(n) ou O7 (R).

Démonstration
| 0,(R) est un sous-groupe de GL,(R). En effet, O, (R) c GL,(R) et I,, € 0,(R). De plus,

| e pour tous M;, M, € 0,,(R), (M; M,)" M; M, = M, M My M, = M,] M, = I,, donc M; M, € O,(R).
| e pourtout M €0,(R), M '=MTet(M")' (M")=MM'" =1, donc M~ € 0,(R).
| Quant a SO, (R), ce n’est autre que le noyau du morphisme de groupes det : (0,(R), x) — ({—1, 1}, x). [ |

Notons que I'ensemble O (R)={M € 0,(R) | det(M)=—1} n’est pas stable par multiplication.
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. . ) . , ) . 1 1
Attention, toute matrice de déterminant +1 n’est pas nécessairement orthogonale : [1 0] ¢ 0,(R).

Proposition 14.8 : Caractérisation des matrices orthogonales
Une matrice est orthogonale si et seulement si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
(i) sesvecteurs colonnes forment une famille orthonormale.

(ii) ses vecteurs lignes forment une famille orthonormale.

Démonstration
MeO,R) < M'M=I, < VijellLnl, (M'M);=6;;
n
— Vl,] S [[1, I’l]], kay,-mk,j = CiTCj = 5,"]'
k=1

Le résultat est identique pour M, donc pour les lignes de la matrice M. |

Exemple
V2 —J/3 1
On vérifie facilement—de téte—que M = — [v2 /3 1 | €O04(R).
6z 0 -

Une matrice de passage entre deux bases orthonormales est orthogonale. Réciproquement, tout matrice
orthogonale s’interpréte comme matrice de passage entre deux bases orthonormales.

Deux matrice A, B € .#,(R) seront dites orthogonalement semblables s'il existe P € 0,,(R) tel que B=P'AP.
A et B représentent alors le méme endomorphisme dans deux bases orthonormales.

Exercice 3

ATaide de la matrice M ' M , montrer que les valeurs propres complexes de M € O,,(R) sont de module 1.

B - Orientation de 'espace, produit vectoriel et produit mixte
1 - Orientation de I’espace

Soient 8 et %’ deux bases orthonormales et P la matrice de passage de 8 a B’. P € 0,,(R) donc det(P) ==+1.

Définition 14.9 : Orientation de I'espace

On dit que 2 et $’ définissent la méme orientation si et seulement si det(P)=1.
Orienter I'espace consiste a choisir arbitrairement une base orthonormale de E. Toutes celles qui défi-
nissent la méme orientation seront dites directes. Les autres indirectes.

Orienter 'espace revient donc a choisir une des deux classes d’équivalence associées a la relation d’équivalence
définie par « 8 ~ B’ ssi det(P) =1 ». Par convention, les bases orthonormales directes de R3 sont celles qui
respectent la regle des trois doigts (ou régle du tire-bouchon).

2 - Produit mixte (HP, pour votre culture)

Soient (E, (-|-}) un espace euclidien orienté et 8 =(ey,..., e,,) une base orthonormale directe de E.

— Théoreme / Définition 14.10 : Produit mixte
Soient xy,..., x,, € E. On appelle produit mixte de la famille (x;, ..., x,) le scalaire :

det(x,...,x,) = detg(x,...,x,) = [x1,..., X,]
déf. not.

Il est indépendant de la base orthonormale directe 93 choisie.
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Démonstration
| Soit 8’ une autre base orthonormale directe de E. Alors,
| detg/(xq,..., x,)=detg/(B)dety(x1,..., x,)=detgz(x],...,x,) car dety(RB)= det(Pg,) =+1. [ ]

Le produit mixte s'interpréte géométriquement :
» dans R?:[%, J] est I'aire algébrique du parallélogramme engendré par les vecteurs X et j.

» dans R3:[%, J, Z] est le volume algébrique du parallélépipede engendré par les vecteurs X, y et Z.

3 - Produit vectoriel (HP, pour votre culture)

On considere dans ce paragraphe un espace E orienté de dimension 3.

Théoréme / Définition 14.11 : Produit vectoriel

Soient x, y € E. Lapplication z — [x, y, z] étant une forme linéaire sur E, il existe un unique vecteur de E,

noté x Ay, tel que :
Y q VzeE, [x,y,z]=(xAy|z)

On appelle produit vectoriel de x et y le vecteur x A y.

Lapplication (x, y)— x A y est antisymétrique : pour tous x,y €E, x Ay =—y A X.

Sil'on note (x;, x,, X3) et (¥, J», J3) les coordonnées respectives de x et y dans une base orthonormale directe
de E, la relation det(x, ¥, z) = (x A y|z) nous permet de vérifier aisément la propriété :

X2Y3—X3)2
XAY=|X3)1—X1)3
X1Yo—Xo N1

Voici quelques propriétés usuelles du produit vectoriel, utiles en physique comme en sciences industrielles.

— Théoréeme 14.12 : Propriétés du produit vectoriel
Soient x, y et z trois vecteurs de E.

e xANylxetxAyly.
e x Ay =0 sietseulementsi (x, y) est liée.

¢ Si x et y ne sont pas colinéaires, (x, y, x A y) est une base directe de E.

Si (x, y) est une famille orthonormale, (x, y, x A y) est une base orthonormale directe de E.

Identité de Lagrange : (x|y)? +||x A y|I> = | x]I?]| v |12.

Double produit vectoriel : x A(y Az)=(x|z)y —(x|y)z. 123=132-123)

Si(x, y) est orthonormale, x A y est'unique vecteur z telle
que (x, y, z) soit une base orthonormale directe de E. x

L. . XAy
C - Isométrie vectorielle

1 - Définition et propriétés

— Définition 14.13 : Isométrie vectorielle
1. Soit u un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) uconservelanorme: VxekE, [u(x)||=]|x].
(i) u conserve le produit scalaire: Vx,y€E, (u(x)u(y)) = (xly).
On dit alors que u est un endomorphisme orthogonal ou une isométrie vectorielle de E.

2. On appelle groupe orthogonal de E et on note O(E) I'ensemble des isométries vectorielles de E.
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Démonstration

¢ Supposons que u conserve le produit scalaire. Soit x € E.
lu(x)]1? = (u(x) u(x)) = (x|x) = ||x||> donc u préserve la norme.

e Supposons que u conserve la norme. Soient x, y € E. On utilise I'identité de polarisation :
1 1
(u(x)u(y))= 1 (1) + w(p)IP = llu(x)— w(y)I?) = 1 (Il + )P = llu(x = y)II?)

:i(||x+y||2—||x—y||2)=(’CU’>

u préserve donc le produit scalaire. |

Le terme isométrie signifie méme mesure, le terme orthogonal provient de la conservation de I’orthogonalité.

Exercice 4
Donner un exemple d’'isométrie vectorielle de E.
Une projection orthogonale est-elle une isométrie vectorielle?

Proposition 14.14 : Bijectivité d’'une isométrie vectorielle
FToute isométrie vectorielle est un automorphisme.

Démonstration
| E étant de dimension finie, il suffit de prouver que I'isométrie vectorielle u est injective.
| Si x eKer(u), ||x|| =|lu(x)|| = 0. Donc Ker(u) = {05}. [ |

— Proposition 14.15

O(E) est un sous-groupe de GI{E).

— Théoréeme 14.16

Soit F un sous-espace vectoriel stable par u € O(E). Alors, F* est stable par u.

Démonstration
| Supposons F stable par u € O(E). Observons que u(F)= F par inclusion évidente et égalité des dimensions.
| Soit y € FL. Pour tout x’ € F, il existe x € F tel que u(x) = x’ et donc, (u(y)|x’) = (u(y)|u(x)) = (y|x) =
| Ainsi, u(y)eFi. [ |

Exercice 5
| Déterminer le spectre d’'une isométrie vectorielle. Que dire de ses sous-espaces propres?

Théoreme 14.17 : Caractérisation d’'une isométrie vectorielle (1)
’»Un endomorphisme est une isométrie ssi l'image d'une base orthonormale est une base orthonormale.

Démonstration
(u(er), ..., u(e,)) est une base orthonormale de E car (u(e;)|u(e;)) =(e;le;)= 06, ;.

Soient u € 4(E) et B =(ey,..., e,) une base orthonormale de E.
Supposons que B’ = (u(el) u(e,)) 301t une base orthonormale de E.

Pourtoutx € E, x = Z x;e; et f(x) Z x; u(e;) par linéarité. % et %’ sont des b.o.n. donc,
i=1 i=1

n
lx])? = Z xl.2 =||u(x)|)? (théoreme de Pythagore)
i=1

u conserve la norme donc u € O(E). [ ]
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r Théoreme 14.18 : Caractérisation d’une isométrie vectorielle (2)

Un endomorphisme u est une isométrie ssi u*o u =idg.

Démonstration

Soit u € O(E). u € GL{E) donc pour tous x, y € E, (x, u~!(y)) = (u(x), y) = (x, u*(y)). Ainsi, u~! = u*.
Si u est bijective, d’inverse u*, pour tous x, y € E, (u(x), u(y)) = (x, u*(u(y))) =(x,y). D'ott u € O(E).

l— Théoreme 14.19 : Caractérisation d’une isométrie vectorielle (3)

Un endomorphisme est une isométrie ssi sa matrice dans une base orthonormale est orthogonale.

Démonstration
Soient 8 =(ey, ..., e,) une base orthonormale de E et B’ =(u(e,),..., u(e,)). Posons M = Mat 5(u).
uecO(E) <= A’ estunebase orthonormale de E

< M estlamatrice de passage d'une b.o.n. auneb.on. < M €0,(R)

On retrouve ||[M X|| = || X|| pour tout X € R" lorsque M € O,(R). En corollaire, si f € O(E) alors det(f) = £1.
Ceci motive la définition suivante.

Définition 14.20

1. On appelle isométrie positive (resp. isométrie négative) une isométrie de dét. 1 (resp. de dét. -1).

2. On appelle groupe spécial orthogonal le groupe des isométries positives, noté SO(E) ou O*(E).

On prouve facilement que I'image par u d'une base orthonormale directe est une base orthonormale directe si
et seulement si u est une isométrie positive. (SO(E), o) est bien entendu un groupe.

2 — Symétries orthogonales

Définition 14.21 : Symétrie orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors, E = F & FL. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F
la symétrie par rapport a F parallélement a FL. Si F est un hyperplan de E, on parle alors de réflexion.

Rappels :

1

1. sos=idg donc s~ =s. Pour tout (x;, x,) € F x G, s(x] + X3) = X1 — X».

2. F=E,; =Ker(s—idg) et G = E_; =Ker(s +idg); s est une symétrie orthogonale ssi G = F ..
0 I,
4. Sp(s)c{—1,1} et y; =(X—1)P(X +1)"P. Cas particuliers : +idy.

3. Mat(s)= [I’” 0 ], avec p = dim(F), dans une base adaptée.

— Théoreme 14.22 : Caractérisation des symétries orthogonales
Une symétrie vectorielle est orthogonale si et seulement si c’est une isométrie.

— Théoréme 14.23 : Caractérisation matricielle des symétries orthogonales

Une symétrie vectorielle est une symétrie orthogonale ssi sa matrice dans une base orthonormale est
symétrique. De plus, pour M € #,(R), deux des trois assertions suivantes impliquent la derniére :

i M?>=I, i) MM'=I, (i) M=M"

Exercice 6
| Donner I'expression analytique de o(x), ol o est la réflexion d’hyperplan H et x un vecteur de E.
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3 — Symétries orthogonales du plan (E = R?)
*x dim F =0 c’est-a-dire F ={05}.

Alors s =—idg et dans n'importe quelle base %, x
180°
-1 0
Matz(s)= [ 0 _1] (isométrie directe) )
C’est également une rotation d’angle 7. s(x)

* dim F =1 c’est-a-dire F = Vect(u) avec u non nul.

C’est une réflexion d’axe Vect(u).
Si 8 =(u, v) est une base orthonormale de E,

1 0
Matg(s)= [ 0 _1] (isométrie indirecte)
Vect(u)
* dim F =2 c’est-a-dire F =R?.

1 0
s =idg et dans n'importe quelle base 9, Mat »(s) = [ 0 1]. (isométrie directe)

Exercice 7

113 4
Identifier 'endomorphisme s de R? dont la matrice dans la base canonique est M = = [ 4 _3].

4 - Symétries orthogonales de I'espace (E = R?)

* dim F =0, s =—idg (isométrie indirecte)
* dim F =1, c’est-a-dire F = Vect(u).

X
Rotation d’axe Vect(u) et d’angle 7, c’est un
retournement.
Dans une certaine base %3,
1 0 0 .
Matg(s)=|10 —1 O (isométrie directe)
0 0 -1
F
* dim F =2, c’est-a-dire F = Vect(u, v).
X
s est la réflexion par rapport au plan F. /:
Dans une certaine base 43, é :
s(x
1 0 0 fa
Matgz(s)=10 1 0 (isométrie indirecte) I
00 —1
FJ_

» dimF =3, c’est-a-dire F =R3. s =idj.

Indépendamment de la dimension de E, une réflexion est toujours une isométrie indirecte.
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Exemple
1 -8 4 1
Identifions 'endomorphisme s de R® dont la matrice dans la base canonique est M = 3 4 7 4
1 4 -8

M € 0,(R) et MT =M : M estla matrice d’'une symétrie orthogonale.
Il s’agit d'une rotation d’axe u = Ker(M — I3) =Vect(1,4,1) et d’angle 7.
5 — Classification des isométries planes

On cherche dans cette partie a identifier et a interpréter géométriquement les éléments de O(R?) et SO(R?).
Soient u € O(R?) et 2 = (e;, e,) une base orthonormale de R?.

b s b J a’+c’=1
_ _|a Tar a+c° ab+cd| 2 a2
OnnoteM—Matc%(u)—[C d]’ M'M=I < ab+cd b%+d? =L < {b“°+d" =1
ab+cd=0
a=cosf b =cosy
a’+c?=1 < 30 eRtel que : et b%2+d?’=1 <= JpeRtelque .
c=sin6 d=singp

cosf cosy

Ace stade,M=[ ) .
sinf singp

]. De plus, ab + cd =cos 8 cos ¢ +sin 0 sin ¢ = cos(6 — ).

Doncab+cd=0<=}9—<p:g [ﬂ](=><p:9+eg [2t] avec &=<=1.

coscpzcos(@ +£g)=—£sin9; sin @ =sin(9 +£g)=£cost9

cos —esin0

D’ou M € O,(R) < 30 eRtelqueM:[sine £ cos 0

]. Et alors, det(M)=¢.

— Théoreme 14.24 : Isométries du plan

_|cos@® Fsinb
1. M €0,(R)<— 30 eRtelqueM—[Sme :I:cosH]'

sinf@ cos@

2. M €S0,(R) <= 36 €R tel que M = [COSB _Sme].

cosf —sin0
sin@ cos@

* Isométries positives : M = [

Les isométries positives du plan sont les rotations (d’angle 8). u(er)

. . u(e
A =X?—2cos0X+1=(X—e?) X —-e) (c2) €2

0

Il n'y a des valeurs propres réelles que pour § =0 ou 6 = 7.

€

cosf sinf

. #=*1,; les isométries négatives du plan sont les réflexions.
sinf —cos@

* Isométries négatives : M = [

Nature de I'isométrie déterminant spectre s.e. propres matrice dans une bon qcq
identité 1 {1 E, =R? Ll) (1)J
- identité 1 {=1} E ,=R? -1 0
0 -1
. , cosf —sinf
rotation d’angle 6 (#0, ) 1 %) / [sin 0  cosf ]
réflexion d’axe Vect(u) 1 {—1,1} E; =Vect(u),E_;=E: cosf  sinf
) ’ 1= PelT sinf —cos@

Classification des isométries du plan
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Proposition 14.25

cosf —sinf
sinf cos@
phisme surjectif de groupes, dont le noyau est 27tZ. Le groupe SO,(R) est en particulier abélien.

Lapplication R : 0 — R(0) = [ ] du groupe commutatif (R, +) dans (SO,(R), x) est un mor-

Démonstration
| On vérifie aisément que R(6)R(0’)= R(6 + 6’) pour tous @, 0’ € R. La surjectivité a déja été prouvée. Enfin,
| R(0)=L si et seulement si 8 € 2nZ. La commutativité du groupe (R, +) se transporte dans SO,(R). [ ]

Le réel 0 est défini de facon unique a 27t-pres. 1l est qualifié de mesure d’angle de la rotation.

6 — Réduction des isométries

Lemme 14.26 : Stabilité d’'une droite ou d'un plan par un endomorphisme réel
FTout endomorphisme d'un espace de dimension finie admet au moins une droite ou un plan stable.

Démonstration
Notons 7, le polyndme minimal d'un endomorphisme u donné.

* Sim, admet un facteur réel de degré 1, u admet une valeur propre réelle donc un vecteur propre associé
noté x. Vect(x) est alors stable par u.

 Sinon, on peut toujours factoriser 7, sous la forme :
m,=P x---x P, ouP; estun polyndme unitaire de degré 2 a coefficients réels
Par définition, 7, (u) = Pj(u)o---o P.(u) = 04 (g) et aucun des P;(u) ne peut étre bijectif. Fixons alors

i €[1, r] quelconque et x # 05 tel que x € Ker Pj(u). Si P, = X?+aX + b, u?(x)+au(x)+ bx =0, soit
u?(x)=—au(x)— bx et Vect(x, u(x)) est stable par u. Comme x # 0, c’est une droite ou un plan. [ |

Ce lemme de portée générale va en particulier s’appliquer aux isométries. Notons que I'endomorphisme induit
par une isométrie sur une droite ou un plan est lui-méme une isométrie.

— Théoreme 14.27 : Réduction des isométries

Soit u € O(E). Alors, il existe une base orthonormale de E pour laquelle la matrice représentative de u est :

IP
_Il]
Mat(u) = R(61)
R(0,)
N . cosf; —sinb;
oup,q,reNtelsque p+q+2r=dim(E), R(6;)= sind:  cosf et 0; e R\ nZ.
l 1

Démonstration
Il suffit de raisonner par récurrence forte sur n = dim(E). Soit u € O(E).

e Initialisation — Le résultat est évident pour n = 1 et reste valable pour n = 2. En effet, d’apres la
classification précédente, il existera une base orthonormale % = (e, e,) associé a 'un des quatre
configurations suivantes :

0 1

Mat(u) = [(1) (1)] ; Mat(u)= [_01 _1] ; Mat(u)= [0 _01] ; Mat(u):[cose —sinf

. avec § e R\ nZ

sinf cos@ ] \

« Hérédité - Soit F un plan ou une droite stable par u. Rappelons que F! est stable par u. Les deux en-
domorphismes induits u)r et u;p. sont des isométries donc I'’hypothése de récurrence peut s’appliquer.
Puisque E = F ® F, il suffit concaténer les deux bases orthonormales de F et F ainsi obtenues. m
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Partie II - Isométries vectorielles et matrices orthogonales

7 — Application a la classification des isométries de I'espace

On cherche dans cette partie a identifier et a interpréter géométriquement les éléments de O(R3) et SO(R3).
Soit u € O(R3). On sait qu'il existe une base orthonormale dans laquelle la matrice représentative de u est :

+1 0 0
Mat(u)=| 0 cosf —sinf| avecd R
0 sin@ cos@

Cette représentation découle du paragraphe précédent. Il n’est guére étonnant que y,,, de degré impair, admette
au moins une racine réelle! Les racines complexes sont £1,e’? et e~?, avec donc, trois racines réelles si € Z.

» Isométries positives : u € SO(R3)
Dans ce cas, det(u) = 1. Les 3 racines de y s sontdonc 1, el? e (éventuellement multiples)

‘ Soit a un vecteur propre associé a la valeur propre 1 :

x .
) P u(a) = a. Introduisons alors D = Vect(a).
x -7
, v u(x) 1 0 0
l /E M=|[0 cosf —sinf| avecf€eR
: : 0 sinf cosf
E / ! u laisse invariant les vecteurs de D et opere comme
! 3\: une rotation plane sur les vecteurs de D' u est appelée
Xpl 0 ' rotation d’axe D = Vect(a) (ou dirigée par a) et d’angle
DL u(xpi) de mesure 6.
Le signe de 8 dépend de I'orientation de Vect(a). Le
choix de —a comme vecteur propre associé a 1 aurait
s . . . ?
D =Vect(a) conduit a —0. Mais comment déterminer 6 ?

On peut déja remarquer que Tr(M)=1+2cos 8 ce qui nous permet de déterminer @ au signe pres.
On choisira pour a un vecteur unitaire. Soient b € D! unitaireet c =a A b.
(a, b, ¢) est une base orthonormale directe de R3. D’ot1 I'égalité :

la,b, u(b)]=det(a, b, u(b))=(u(b)laAb)=(cos(8)-b+sin(8)-c|c)
=sin(0)-(c|c)=sin(0)-||c||* = sin(0)
On peut également retrouver I’angle de rotation au moyen d'une base orthonormale directe (e;, e,) du
plan vectoriel D1 : cos(0) = (u(e;)|e;) et sin(0) = (u(e,)|e).

* Dans la pratique, comme on connait cos 8, seul le signe de sin 6 nous intéresse.
On peut donc se contenter de vecteurs non unitaires et calculer le signe du produit mixte.

1 0 0
¢ Cas particuliers: Si § =0 alors u =idg.Sif =malorsM=(0 —1 0
0 0 -1

u est alors une rotation d’angle 7 par rapport a Vect(a), c’est un retournement (ou demi-tour).

Plan d’identification :

Soit u 'endomorphisme canoniquement associée a une certains matrice donnée A.
(i) On vérifie que AT A= I, c’est-a-dire A € O5(R). f est une isométrie vectorielle.

(ii) On vérifie que det(A)=1.
u est une isométrie positive, c’est donc une rotation d’axe dirigée par a et d’angle 6.

(iii) On détermine I'axe Vect(a) de la rotation en résolvant AX = X

(iv) Langle de la rotation est donné par :
Tr(A)=1+2cos(0) et sin(8) =[a, b, u(b)] avec ||a||=||b|| =1 et b € Vect(a)*.
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Exemple

Déterminons les caractéristiques géométriques de 'endomorphisme de R® canoniquement associé a :

3 1 /6
A== 1 3 —v/6
V6 VB 2

(@) ATA=1I; etdet(A)=1.C’est donc une rotation.

1 1
1
(b) AX=X<= XeVect|1|.Onpose alors a = E 1|.Laxe de la rotation est Vect(a).
0 0

s s
(c) Tr(A)=2donccosf = ig et on montre que sinf > 0. Donc § = 3"

» Isométries négatives : u € O~(R3) (pour votre culture, hors programme)
Dans ce cas, det(u) =—1. Les 3 racines de y, sont donc —1, el e~19 (éventuellement multiples)

—1 0 0 -1 0 O0f]1 0 0
M=|0 cosf@ —sinf|=|0 1 0|0 cosf@ —sinf
0 sinf cos@ 0 0 1|0 sin@ cosO

u est donc la composée d’une rotation d’axe dirigé par a et d’angle 8 et d'une réflexion par rapport a
Vect(a)*. Ces deux isométries commutent car les matrices commutent.

-1 0 0
Cas particuliers:si @ =7, u =—idg;si@=0,M=| 0 1 0]. u estlaréflexion d’hyperplan Vect(a)*.
0 0 1

Plan d’identification :

Soit u I'’endomorphisme canoniquement associée a la matrice A.
(i) On vérifie que AT A= I, c’est-a-dire A € O5(R). u est une isométrie vectorielle.

(ii) On vérifie que det(A)=—1. A€ O5(R) et u est la composée d’une rotation d’axe dirigée par a et
d’angle 6 et d’une réflexion par rapport a Vect(a)*.

(iii) On détermine I'axe Vect(a) de la rotation en résolvant AX =—X (cas 2).

(iv) Langle delarotation est donné par: Tr(A)=—1+2cos(8) et sin(8) =[a, b, u(b)] avec||al =||b||=1
et b € Vect(a)'. Si 0 =0, f est une simple réflexion.

Nature de I'isométrie déterminant spectre matrice dans une certaine b.o.n.
1 0 0
identité 1 {1} 01 0
0 0 1
1 0 0
demi-tour 1 {1,—1} 0 -1 0
0O 0 -1
1 0 0
rotation d’angle 6 (#0, ) 1 {1} 0 cosf —sinf
0 sinf cos@
-1 0 0
- identité -1 {-1} 0 -1 0
0 0 -1
-1 0 0
réflexion -1 {1,—1} 0 1 0
0 0 1
-1 0 0
composée rotation/réflexion -1 {-1} 0 cosf —sinf

0 sinf@ cos@

Classification des isométries de l'espace
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Partie III - Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques réelles

I 111 | Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques réelles

A - Définition et propriétés

— Définition 14.28 : Endomorphisme autoadjoint
On appelle endomorphisme autoadjoint tout endomorphisme u de E tel que u* = u, c’est-a-dire vérifiant :

Vx,y€E, (u(x)ly)=/(xlu(y))

On note . (E) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints de E.

Les endomorphismes autoadjoints sont également qualifiés d’endomorphismes symétriques.

Proposition 14.29
& (E) est un sous-espace vectoriel de £ (E).

Exemples
| Les symétries orthogonales et les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints.

On dispose méme d’'un résultat un peu plus précis.

Proposition 14.30
rUn projecteur est orthogonal si et seulement s’il est autoadjoint.

Démonstration

Supposons que p est un projecteur orthogonal sur un sous-espace F. Soient x,y € E.
Comme x = x, + X, et y = y, + }» avec x;, y; € F et x5, ), € F1,

(Ppy)=(x1ly+y)=(xln) et (x|p(y))={(x1+x/n)=(xln)

Alors, (p(x)|y)=(x|p(y)). D'ou p € ¥(E).
Soit p un projecteur symétrique sur F parallelement a G. Soient (x, y)€ F x G.

(xly)=(px)ly)={(x|p(y)) =(x]0g) =0

Et donc F LG, ce qui donne bien G = F*. |

Proposition 14.31 : Caractérisation des endomorphismes autoadjoints (1)

Soient (e, ..., e,) une base orthonormale de E et u € Z(E).
Alors, u € #(E) si et seulement si pour tous i, j € [1, n], (u(e;)|e;) = (e;|ule;)).

Démonstration

Limplication est évidente, justifions la réciproque. Soient x,y € E. x = Z x;e;ety=

i=1 Jj=1

(u(x)ly)= <Zn: xiu(ei)lzn:y]‘ej> :Z”:z”: x; yj{ule;)le;) :Z”:z”: x; yjleilule;)) =---= (xu(y)
i=1 =

i=1 j=1 i=1 j=1

Yjej-

n n

Théoréme 14.32 : Caractérisation des endomorphismes autoadjoints (2)
rUn endomorphisme f est symétrique ssi sa matrice dans une (toute) base orthonormale est symétrique.
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Démonstration
| Soient 2B =(ey,..., e,) une base orthonormale de E et M = Mat »(u) avec u € £(E).

n
‘ La décomposition u(ej)=Z(u(ej)|e,-)ei donne m; ; = (u(e;)le;). De méme, m;; = (u(e;)|e;) = (e;|u(e;)).
| i=1
| M =M < Vi,jell,nl, m;j=m;; < Vi, je[l,n], (ule;)le;)=(ejlule;))) <= ues(E) m

+1
On en déduit en particulier que si dim(E) = n, alors dim((E)) = M

B - Réduction d’'un endomorphisme autoadjoint

Rappelons que si F est stable par u, alors F est stable par u*. En découle la propriété suivante.

— Proposition 14.33

Soit u € & (E). Si un sous-espace vectoriel F de E est stable par u, alors F* est stable par u.

— Proposition 14.34

Les sous-espaces propres d'un endomorphisme autoadjoint sont orthogonaux.

Démonstration
Soient u € #(E) et A, u deux valeurs propres distinctes de u. Soient maintenant x € Ey(u) et y € E,(u).

(u(x)ly)=Axly)=(xlu(y)) =ulx|y)

| Comme A # u, (x|y) =0. Ainsi, E;(u)LE,(u). |

Lemme 14.35
’»Tout endomorphisme autoadjoint du plan est diagonalisable dans une base orthonormale.

Démonstration
Supposons E de dimension 2 et considérons un endomorphisme autoadjoint u.

. - a b
Dans une base orthonormale, la matrice de u est symétrique, donc de la forme [ c] aveca,b,c eR.

b
Yu=X%?—(a+c)X +(ac—b?). Son discriminant A = (a — ¢)? + 4b? est positif ou nul. Deux possibilités :

* 7, admet deux racines réelles distinctes, auquel cas u est diagonalisable. Les deux droites propres sont
orthogonales donc la propriété est démontrée.

* 7, admet une racine double mais alors a = ¢ et b =0 puisque A =0, donc u = aidg. u est la encore
diagonalisable dans une base orthonormale. |

Etendons ce résultat 2 un espace de dimension finie quelconque et rappelons pour cela que tout endomor-
phisme (autoadjoint ou non) admet une droite ou un plan stable.

Théoréeme 14.36 : Théoreme spectral

Si u est un endomorphisme autoadjoint de E, alors u est diagonalisable dans une base orthonormale. En
d’autres termes, il existe une base orthonormale formée de vecteurs propres de u.

Démonstration
On raisonne par récurrence forte sur dim(E)= n. On considere u € & (E).

* Initialisation — Le résultat est vrai pour 7 < 2 comme montré précédemment.

* Hérédité - Soit F un plan ou une droite stable par u. Rappelons que F* est stable par u. Les deux
endomorphismes induits ur et ujr1 sont autoadjoints donc diagonalisables par hypothese de récur-
rence. Comme E = F & F1, il ne reste plus qu’a concaténer les deux bases orthonormales de F et F*
constituées de vecteurs propres de u. [ |
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On vérifie réciproquement que si E est la somme directe de sous-espaces propres deux a deux orthogonaux
d’'un endomorphisme u, alors u est autoadjoint.

On déduit du théoreme précédent la version matricielle du théoreme spectral.

Théoréme 14.37 : Théoréme spectral (version matricielle)

Toute matrice M € #,(R) symétrique réelle est diagonalisable au moyen d'une matrice de passage
orthogonale :
AP €0,([R), P 'MP=P"MP diagonale

Exemple
6 —2 2

Lamatrice M = |—2 5 0 estsymétrique réelle donc diagonalisable au moyen d'une matrice de passage
2 0o 7

-2 -1 =2
1
orthogonale. On trouve y); =(X—3)(X —6)(X—9)etP=—-|-2 2 1
311 2 =2
On peut déterminer le dernier vecteur propre a I’aide du produit vectoriel des deux premiers.
On remarquera que P est la matrice d'une rotation (passage d'une b.o.n.d. a une b.o.n.d).

Le théoreme ne s’applique pas lorsque les coefficients de la matrice sont complexes.
Exemple

i 1
1 —i

M= [ ] 2y = X?2.Si M était diagonalisable, M serait nulle. D’ot1 la contradiction.

C - Endomorphismes autoadjoints positifs et définis positifs

— Définition 14.38 : Endomorphisme autoadjoint positif / défini positif
Soit u un endomorphisme autoadjoint de E. On dit qu'il est :
e positif si pour tout x € E, (u(x)|x) > 0.
¢ défini positif si pour tout x € E non nul, {(u(x)|x) > 0.

On note ¥ *(E) (respectivement . **(E)) 'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs (respec-
tivement définis positifs).

Par analogie, on appelle matrice positive (respectivement définie positive) toute matrice symétrique M € ./, (R)
vérifiant X TM X > 0 pour tout X € R” (respectivement X' M X > 0 pour tout X € R” non nul). On notera
respectivement 7, (R) et ., *(R) les ensembles de matrices symétriques (définies) positives.

Proposition 14.39 : Caractérisation spectrale
Soit u un endomorphisme autoadjoint de E.

(i) ue*(E) < Sp(u)cR, (i) ues*(E) < Sp(u)cR’

Démonstration
Démontrons le premier point. Soit u € &(E). Le spectre de tout endomorphisme autoadjoint est réel.

Supposons u positif et soit A € Sp(u) associée au vecteur propre x.
Alors, (u(x)|x) = A{x|x) = Al|x]|?> > 0. Et comme x # 0y, A > 0. Ainsi, Sp(u) CR,.

Supposons réciproquement que Sp(u) C R,.. D’apres le théoréeme spectral, il existe une base orthonor-
male (e;)1<;<, constituée de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres (A;);<;j<n- Alors,

VxeE, (u(x)x)= <u(i(x|ei)ei) ‘x> = <i7t,~(x|ei)ei x> :iki(xlei)z =0
i=1 i=1

i=1
La preuve du cas défini positif varie peu. |
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Une matrice symétrique a coefficients réels est donc (définie) positive si et seulement si ses valeurs propres
sont (strictement) positives. On dispose aussi de la caractérisation suivante, non explicitement au programme
et qu’il faut donc savoir retrouver rapidement.

Proposition 14.40 : Caractérisation (2)

Soit # un endomorphisme autoadjoint de E.

i) ues"(E) << FveZ(E), u=v*ov () ues™(E) < JveGUE), u=v*ov

Démonstration
Démontrons le premier point. Soit u € &(E).

* Supposons que u = v*o v avec v € Z(E). Pour tout x € E, (u(x)|x) = (v*o v(x)|x) =|v(x)||*> > 0.

* Supposons que u € ¥ *(E). D’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormale (¢;);<;<n
constituée de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres positives (A;)1<i<n-
On peut introduire I'endomorphisme autoadjoint v défini par v(e;) = v/A;e;. Alors u et v*o v = v?
coincident sur la base (e;),<;j<,, d’otu 'égalité.

La condition d’inversibilité de v dans le cas défini positif est alors évidente. |

Une matrice M € .%,(R) est donc (définie) positive s'il existe A € ./,,(R) (A € GL,(R)) telle que M = AT A.
Attention, pour pouvoir transposer cette caractérisation matricielle aux endomorphismes, il convient de
travailler dans une base orthonormale.

Exercice 8
| Retrouver les caractérisations précédentes a I’aide d’'une approche purement matricielle.
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