MATHEMATIQUES 2024 - 2025

Résumé 7 - Endomorphismes d’un espace euclidien

(E,(:|-)) désignera par la suite un espace euclidien.
Adjoint d’'un endomorphisme

— Théoréme : Représentation des formes linéaires —

Pour toute forme linéaire g, il existe un unique vec-
teur a € E tel que :

VxeE, ¢(x)=/(alx)

— Définition : Adjoint d’'un endomorphisme

Soit u € Z(E). 1l existe un unique endomorphisme
v de E vérifiant :

Vx,y€E, (u(x)y)=(xlv(y))

On l'appelle adjoint de u et on le note u*.

Pour tous u, v € Z(E), (Lo v)*=v*o u*.

De plus, u — u* est linéaire et involutive.

— Proposition
Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Alors, F1 est stable par u*.

— Proposition : Matrice de I'adjoint dans une b.o.n. —

Soient 28 une base orthonormale de E.
On pose M = Mat 4(u). Alors, Mat ,(u*)=M".

Isométries vectorielles
— Matrices orthogonales

Définition : Matrices orthogonales

On dit que M € .#,(R) est une matrice orthogonale
sietseulementsi MM =MM' =1,.

Une matrice orthogonale est inversible, d'inverse M Tet
de déterminant +1.

On note O,(R) 'ensemble des matrices orthogonales de
M ,(R) (groupe orthogonal) et on note SO, (R) I'ensemble
des matrices orthogonales de déterminant 1 (groupe spé-
cial orthogonal). O, (R) et SO,(R) sont des groupes.

Théoreme : Caractérisation

Une matrice est orthogonale si et seulement sil'une
des deux conditions suivantes est vérifiée :

¢ ses colonnes forment une famille orthonormale.

¢ ses lignes forment une famille orthonormale.

Une matrice orthogonale s’interpréte comme la matrice
de passage d'une base orthonormée a une base orthonor-
mée. Lorsque les bases de départ et d’arrivée ont méme
orientation, son déterminant vaut +1.
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— Isométries vectorielles

— Définition
Soit # un endomorphisme de E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) uconservelanorme: VxeE, |u(x)|]|=]|x|

(ii) u conserve le produit scalaire :

Vx,y €E, (u(x)u(y))=(x|y)
(iii) u*ou=idg

On dit alors que u est une isométrie vectorielle de E
(ou un endomorphisme orthogonal).

Une isométrie vectorielle est bijective, c’est un automor-
phisme. La composée d’isométries (positives) reste une
isométrie (positive) : O(E) et SO(E) sont des groupes.

— Théoreme
Soit F un sous-espace vectoriel stable par u € O(E).
Alors, F1 est stable par u.

— Théoreme : Caractérisation a 'aide d’'une b.o.n. —

Un endomorphisme est orthogonal si et seulement
sil'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

* I'image d'une b.o.n. est une b.o.n.

* samatrice dans une b.o.n. est orthogonale.

u € SO(E) ssil'image d'une b.o.n.d. est une b.o.n.d.

— Symétries orthogonales
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors, E = F @ F*.

Définition : Symétries orthogonales

* On appelle symétrie orthogonale par rapporta F
la symétrie par rapport a F parallelement 2 FL.

* Une réflexion est une symétrie orthogonale par
rapport a un hyperplan.

Expression analytique d'une réflexion o par rapport al’hy-
perplan Vect(a)* :

(x]a)

llall?

Vx€eE, o(x)=x-—2

Théoreme : Caractérisation

Une symétrie vectorielle est orthogonale ssi sa ma-
trice dans une base orthonormale est symétrique.

— Classification des isométries planes
¢ Les isométries positives du plan sont les rotations.

cos@ —sinﬁ]

M €SO,(R) <= 310 cR tel que M = [sina cosf

Cas particuliers : id; (0 =0), —idg (0 = ).
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¢ Les isométries négatives de I'espace sont les réflexions.

_ cosf sinf
M €0, (R) <= 30 €R tel queM—[sine —cos@]

— Classification des isométries de I'espace

* Les isométries positives de I'espace sont les rotations.

Si u € SO(R3), il existe une b.o.n. & de R® dans laquelle :

1 0 0
Matg,(u)= [0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Cas particuliers : idg (0 =0), demi-tour (6 = 7).

Xp

.\ ou(x)

S~

[ea)
/\

DL u(xp:)

D =Vect(a)
Représentation d’'une rotation de l'espace
Tr(u)=1+2cos(0); sin(0)=[a, b, u(b)] ou
1, b € Vect(a)*.

* Lesisométries négatives de l’espace sont les composées
(commutatives) de rotation et de réflexion.

Si u € O~(R3), il existe une b.o.n. % de R® dans laquelle :

al|=|lbll=

-1 0 0
Matgz(u)=| 0 cosf —sinf
0 sinf cos@

Cas particuliers : réflexion (6 =0), —idg (6 = ).

— Réduction des isométries

— Théoreme : Réduction des isométries

Soit u € O(E). Alors, il existe une base orthonormale
de E telle que la matrice représentative de u est :

_Iq

Mat(u)= R(6,)
R(6,)
oup,q,r eNtels que p+qg+2r =dim(E),

cosf; —sin6;
sinf; cos0;

R(ei)=[ ] et 0, eR\Z
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Endomorphismes autoadjoints

Définition : Endomorphisme autoadjoint

On appelle endomorphisme autoadjoint (ou symé-
trique) tout endomorphisme u vérifiant u* = u, i.e. :

Vx,y€E, (u(x)ly)=(xlu(y))

Lensemble /(E) des endomorphismes autoadjoints de E
est un sous-espace vectoriel de Z(E).

Les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints, ce sont
méme les seuls projecteurs a l'étre.

— Proposition
Soit u € & (E). Si un sous-espace vectoriel F de E
est stable par u, alors F L est stable par u.

— Proposition : Caractérisation a 'aide d’'une b.o.n. —

Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement
sil'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

e pour une/toute b.o.n. (ey,...,e,)de E,
Vi,jell,nl, (uledle;) = elule;)

¢ sa matrice dans une b.o.n. est symétrique.

— Théoreme : Théoreme spectral

Si u* = u, alors u est diagonalisable dans une base
orthonormale. Autrement dit, il existe une base or-
thonormale formée de vecteurs propres de u.

— Théoreme : Théoréme spectral — version matricielle

Toute matrice M € #,(R) symétrique réelle est dia-
gonalisable au moyen d'une matrice de passage or-
thogonale :

3P€0,(R), P 'MP=P"MP diagonale

Les sous-espaces propres d'une matrice symétrique réelle
sont orthogonaux, toutes ses valeurs propres sont réelles.
— Définition : Endomorphisme autoadjoint positif —
Soit u € & (E). Les trois assertions sont équivalentes :
(i) pourtoutx € E, (u(x)|x)=0
(i) Sp(u)c R,
(iii) il existe v e Z(E)telque u=v*ov

On dit alors que u est positif.

— Définition : Endomorphisme autoadjoint déf. positif
Soit u € #(E). Les trois assertions sont équivalentes :
(i) pour tout x #0g, (u(x)|x)>0
(i) Sp(u)cC R}
(iii) il existe v e GI{E)telque u=v*ov

On dit alors que u est défini positif.

On note #*(E) (resp. " (E)) '’ensemble des endomor-
phismes autoadjoints (définis) positifs.

Année 2024/2025



	1 Structures algébriques
	A Structure de groupe
	B Structures d'anneau et de corps
	C Structure d'algèbre

	2 Polynômes et fractions rationnelles
	A Polynômes
	B Fractions rationnelles

	3 Matrices, espaces vect. et applications linéaires
	A Matrices
	B Systèmes d'équations linéaires
	C Espaces vectoriels
	D Applications linéaires

	4 Déterminants
	A Déterminant d'une matrice carrée
	B Déterminant d'une famille de vecteurs
	C Déterminant d'un endomorphisme
	D Orientation de l'espace, produit vectoriel

	5 Réduction d'endomorphismes
	A Éléments propres
	B Polynômes d'endomorphismes et de matrices
	C Diagonalisation
	D Trigonalisation

	6 Espaces préhilbertiens réels
	A Produit scalaire
	B Orthogonalité

	7 Endomorphismes d'un espace euclidien
	A Adjoint d'un endomorphisme
	B Isométries vectorielles
	C Endomorphismes autoadjoints

	8 Probabilités discrètes
	A Dénombrement
	B Probabilités discrètes
	C Variables aléatoires discrètes

	9 Espaces vectoriels normés et topologie
	A Norme et distance
	B Comparaison de normes
	C Notions générales de topologie
	D Continuité dans un espace vectoriel normé
	E Parties compactes
	F Parties connexes par arcs

	10 Fonctions d'une variable réelle
	A Continuité
	B Dérivabilité
	C Formules de Taylor
	D Développements limités et relations de comparaison
	E Fonctions convexes
	F Fonctions vectorielles

	11 Suites numériques et vectorielles
	A Suites numériques classiques
	B Convergence des suites numériques
	C Relations de comparaison
	D Suites vectorielles

	12 Séries numériques et vectorielles
	A Sommes classiques
	B Convergence des séries numériques
	C Séries à valeurs dans un e.v.n. de dim. finie

	13 Familles sommables
	A Ensembles dénombrables
	B Familles sommables de nombres complexes
	C Application aux séries doubles

	14 Suites et séries de fonctions
	A Suites de fonctions
	B Séries de fonctions
	C Approximation uniforme

	15 Séries entières
	A Rayon de convergence
	B Régularité de la somme
	C Développements en série entière

	16 Calcul intégral
	A Intégration sur un segment
	B Intégrales généralisées
	C Théorèmes de Lebesgue
	D Intégrales à paramètre

	17 Équations différentielles linéaires
	A Équations linéaires scalaires d'ordres 1 et 2
	B Systèmes différentiels linéaires

	18 Calcul différentiel
	A Applications de classe C1
	B Applications de classe Ck
	C Optimisation

	19 Formules trigonométriques

