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Norme sur un espace vectoriel

Feuille d’exercices #06

& Partie A — Généralités

* Exercice 1 — Montrer qu'une boule d’'un e.v.n. réel est convexe.

* Exercice 2 — Soient N; et N> deux normes sur un e.v. E et By et By les boules
unités fermées associées. Montrer que B; = B si, et seulement si, N} = N,.

* Exercice 3 — Soient E un espace vectoriel normé. Si A est une partie bornée

non vide de E, on appelle diametre de A le réel 6(A) = sup [|x—yI.
X,yEA

1. Justifier I'existence de 6 (A).
2. Soient A et B sont deux parties bornées de E d’'intersection non vide.
Montrer que: Ac B= 6(A) < d(B) puis que 6(AUB) <6(A) +56(B).

*x Exercice 4 — Inégalités de Holder et de Minkowski
Soit n € N*. On pose, pour tout réel p > 1 et pour tout x = (x3,...,x,) € K",

1
n P
Ixlp =) lxkl?
k=1

Soient x = (x1,...,x,) € K™, y=(y1,..., yn) e K" etp,q>1telsque%+é =1.

. aP ﬁq
1. a) Montrer que pour tous réels positifs e et §, af < — + 7
p

n
b) En déduire 'inégalité de Holder : Z [xXeyel < llxlp-lyllg.
k=1
On commencera par traiter le cas | x|, = llyll4 = 1.
n

n n
2. a) Etablirque Y lag + yil? < Y 1xel -l + yiel P71+ Y il 1xe + yel P

k=1 k=1 k=1
b) En déduire I'inégalité de Minkowski : |x + yll, < | xll, + |yl .

3. Montrer que pour tout p =1, || - |, est une norme sur K",

4. Montrer que pour tout x € K", [ x] ) ——— [ X]lco-
p—+oo

L

*x Exercice 5— Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien. Montrer que :

Vx€E, |lxll= sup |(x]yl
lyl<l
**x Exercice 6 — Norme conjuguée
On note (-, -) le produit scalaire usuel sur R” et N une norme quelconque sur R”.

On pose, pour tout x € R”, N*(x) = sup [{x|p)|.
N(y=1

1. Montrer que N* est une norme sur R”.
2. Expliciter N* lorsque N=|-ll2, N=|-ll; et N=| - lloo-

& Partie B - Suites vectorielles, valeurs d’adhérence
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* Exercice 7 — Soit (i) ,en une suite d'un e.vn. (E, || - ). On suppose que les
suites (u25), (u2,+1) et (u3,) convergent. Montrer que () ey converge.

* Exercice 8 — Non-compacité de la boule unité

Soit E = 6(10,27],C) muni de la norme de la convergence uniforme. On consideére
la suite de fonctions définies par f;, : x — e/"~. En calculant | f;, - fplloo, montrer
que la suite (f;,) 1oy Wadmet pas de sous-suite convergente.

*** Exercice 9 — Soit (u,) une suite de réels vérifiant v, — u,

n—+oo
1. Montrer que les valeurs d’adhérence de (u,) forment un intervalle de R.

2. On pose, pour tout n €N, u, = V/ncos(@y/n).
Déterminer I’ensemble des valeurs d’adhérence de (u;,).

** Exercice 10 — Suites de Cauchy réelles
Une suite réelle (1) ,en est dite de Cauchy si elle vérifie :

Ve>0, ANeN, Vmp=N, lup—upl<e

1. Montrer que toute suite réelle convergente est de Cauchy.

2. Soit (uy) e une suite de Cauchy.
a) Montrer que (u#,) ,en @admet une valeur d’adhérence.
b) Montrer que cette valeur est unique. En déduire que (u,) ,eny cOnverge.

3. Enoncer un critére simple de convergence d’une série numérique réelle.
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*x Exercice 11 — Suites de Cauchy vectorielles
Soit (E, || - l) un espace vectoriel normé. Une suite (u;) d'éléments de E est dite de
Cauchy si elle vérifie :

Ve>0, INeN, Vmp=N, lup—upll<e

Montrer I'équivalence entre les propriétés suivantes :
1. toute suite de Cauchy d’éléments de E converge;

2. pour toute suite (u,) d’éléments de E, la convergence de la série ) || uy,|l
implique la convergence de la série }_ uy,.

Pour montrer que (2) => (1), on pourra construire une sous-suite convergente.

*x Exercice 12— Convergence d'une suite de rationnels vers un irrationnel

1. Montrer qu'une suite de réels ne diverge pas vers +oo si et seulement si on
peut en extraire une suite majorée.

2. Montrer que de toute suite d’entiers naturels ne divergeant pas vers +oco,
on peut extraire une suite constante.

3. Soit (uy) ,en Une suite de rationnels de limite £ € R\ Q.

On considere alors p, € Z et g, e N* telsque p, Agp=1et u, = &.
n
Montrer que g, +00.
n—+oo
**x Exercice 13— Norme induisant la convergence simple
Soit E = €6([0,1],R) muni d'une norme || - ||. On considere la propriété (x) suivante :

VIEE, V(EEY, If~fal ——0 < Vtel0,1l, fult) ——f(1)

1. Montrer qu’il n’existe aucune norme || - || vérifiant la propriété (x).
. . . 2
On construira une suite de fonctions affines par morceaux de support [0, 1.

2. Soient F 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus k
définies sur [0, 1] et ay, ..., a € [0,1] distincts.
k

a) Montrer que || P| = Z |P(a;)| définit une norme sur F.
i=0
b) A l'aide des polyndomes interpolateurs de Lagrange, montrer que la
propriété (x) est vérifiée dans F.

L

& Partie C - Comparaison de normes
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* Exercice 14 — On pose, pour tout (x, y) € R2, N(x, y) = sup |x+tyl.
te[0,1]

1. Vérifier que N est une norme.
2. Représenter les boules unités pour les normes || - |1, || - |2, || - loo €t V.
3. Reprendre les questions précédentes avec les normes définies par :

1 +t
N'(x,7) :f lx+tyldt et N"(x,y)=sup 1= Z'
0 reR 1+7¢

+00
* Exercice 15 — Soit E = C[X]. Pour tout P = Z aka, on pose:

k=0
+00 1
Ni(P)=)_ |akl; Nz(P):f |P(t)ldt; N3(P)= sup |P(1)]
k=0 0 te[0,1]

1. Montrer que N, N, et N3 sont des normes sur E.
2. Donner des inégalités optimales entre N;, N> et N3.
3. Sont-elles équivalentes?

** Exercice 16 — Soit a € R. On pose, pour P € R[X],
1
Na(P)=IP(a)I+f |P'(1)| dt
0

1. Montrer que pour tout a € R, N, est une norme.

2. Montrer que Ny et N7 sont équivalentes puis, plus généralement, que pour
tous a, b € [0,1], N, et N, sont équivalentes.

3. a) Onpose, pour n €N, P, = X"/2" Déterminer pour quelles normes N,
la suite (P,) ,en converge et préciser dans ce cas sa limite.
b) Etablir que pour0<a< bet b >1, N, et N}, ne sont pas équivalentes.
** Exercice 17 — Soient E = 6([0,1],R) et,
1
vrek Ifi= [ efirmidr

Montrer que || - || définit une norme sur E. Est-elle équivalente a | - [|oo ?

]
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* Exercice 18 — On note E le R-espace vectoriel des suites bornées. Pour toute
suite u € E, on pose :

!
lulloo =suplu,l et luly =sup(ul+Iluznl)
neN neN

Montrer que I'’on définit ainsi deux normes équivalentes sur E.

* Exercice 19 — Soit E I'’ensemble des suites réelles bornées vérifiant ug = 0.

1. Montrer que E est un s.e.v. de £°°(N), 'ensemble des suites bornées, et que

I'application N: u € E— sup|u,+1 — Uy| est une norme sur E.
neN

2. Vérifier que pour tout u € E, N(u) < 2||ull. Peut-il y avoir égalité?

3. Montrer que les normes N et | - || ne sont pas équivalentes.

*xx Exercice 20 — Non-équivalence de normes en dimension finie?
Soit E=Q[v2] ={a+bv2 | (a,b) € Q?}.

1. Montrer que E est un Q-espace vectoriel de dimension 2 puis que les appli-
cations a+ bv/2 — |a| + |b| et a+ bv2 — |a+ bv/2| sont des normes sur E.

2. ATlaide de u, = (1+v2)", montrer qu’elles ne sont pas équivalentes.
Lever la contradiction apparente.

%+ Exercice 21 — On définit sur E = €1 ([0, 1], R) l'application N par :

1
N(f) = \/f(O)2 +f0 fl(n2de

1. Montrer que pour tous réels positifs a et b, a+ b < v2-Va? + b2.
2. Montrer que N est une norme et que || [ < v2N. Sont-elles équivalentes 2

** Exercice 22 — Soit E = {f € €'([0,1],R) | £(0) =0}. On pose, pour tout f € E :
Ni(H)=If oo et N2(f)=1f+ flloo

1. Montrer que N; et N, sont des normes sur E.

X
2. Prouver que pour tous f € Eet x € [0,1], f(x) = e’xf (fo+f'()e' dr.
0

Comparer alors Nj et No.

L
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*x Exercice 23 — Soient E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R lipschitziennes

x —
tellesquef(O):oetN:feEHsup f( ) f()’)
XAy X—Yy
Montrer que (E, N) est un espace vectoriel normé puis comparer N et | - [|oo-

*x Exercice 24 — Soit E 'ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans R.
On définit alors, pour a € [0, 1],

N =Ifleo+  sup —f(x)_f(y)‘;Na(f)=|f(a)|+ sup |2/
ezl XY ezl XY
X£y X#y

1. Montrer que E est un R-e.v. et que N et N, sont des normes sur E.
2. Prouver que N et N, sont équivalentes mais que N et || - |, ne le sont pas.

*** Exercice 25 — Soit E = ¢’ ([0,1],R). On pose Ifllg=1fgllc pour f,g € E.
1. A quelle condition || - || ¢ est-elle une norme sur E?
2. A quelle condition supplémentaire | - [|g et | - [l sont-elles équivalentes?

3. On suppose que g1, g2 vérifient toutes deux la condition de la question 1.
A quelle condition || - ||g, et || - | g, sont-elles équivalentes?

*x Exercice 26 — Soient E = R[X], [a, b] et [c,d] deux segments disjoints de R.

On définit alors N; (P) = sup|P| et No(P) =sup|P].
[a,b] [c,d]

1. Montrer que N; et N, sont des normes sur E.

2. (5/2) Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes a 1'aide du théo-
reme de Weierstrass.

+00 +00
%+ Exercice 27 — Pour ue RN et P = Z aka € R[X], on pose N, (P) = Z uilagl.
k=0 k=0
1. Préciser une condition nécessaire et suffisante sur (u;) pour que N, soit
une norme sur R[X].

2. Pour deux suites u, v € ([R{j)N, N, et N, sont-elles équivalentes?
3. (5/2) Trouver une condition sur u pour que la dérivation soit continue.

]


https://www.mickaelprost.fr

https:/www.mickaelprost.fr

& Partie D - Normes matricielles

* Exercice 28 — Sous-multiplicativité
On considere les trois applications définies sur E = .#,(R) par:

n
IMlly = max 3 |mjjl; [IMlz= | > m;; IMlo= max |m;,l
lszsnjzl 1<i,j<n ' 1<i,jsn

1. Montrer que ces applications sont des normes sur E.

2. a) Montrer qu’elles vérifient de plus, pour les deux premiéres :
VM,Ne.#,R), [IMN|<I|MI-INI
b) Prouver que pour toute norme || - || sur .#,(R), il existe ¢ € R tel que :

YM,Ne€ #,[®R), [MNI|<c-IMl|-INI

*x Exercice 29 — Norme subordonnée
On considere la norme définie sur .4, (R) par | X| = max |x;| et on note .
1<i<n

I'ensemble des vecteurs colonnes unitaires. On pose alors, pour tout A € .#,(R),
N(A) = sup | AX]|
Xes
1. Justifier que N est bien définie.
2. Montrer que pour tous X € 451 (R) et Ae .4, [R), |[AX|| < N(AX].
3. En déduire que N est une norme sur .Z, (R).
4

. Justifier que N est en fait la norme | - ||; définie dans I’exercice précédent.

* Exercice 30 — Soient 1 € N* et A€ .#,(C). On suppose que (A¥)en converge

vers M € .#,(C). Montrer que AM = M A puis que M est une matrice de projection.

* Exercice 31 — Soit M € .#,(C) telle que (M) ey converge vers une matrice A
inversible. Déterminer M.

* Exercice 32 — Soit (Ay)ren une suite de GL,(R). On suppose que les suites
(Ar) ken €t (Azl) keN convergent respectivement vers les matrices A et B.
Montrer que A est inversible et que A™' = B.

L
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** Exercice 33 — Norme invariante par conjugaison
Existe-t-il une norme N sur .#,(R) telle que pour tous A € .#,(R) et P € GL,(R),
N(P~1AP)= N(A)?

*x Exercice 34 — Rayon spectral
Pour A€ .#,(C) et P € GL,(C), on pose :
n

IAl= max Y la; ;| et [Alp=[P " AP|
1

1<isn;

]:
On appelle rayon spectral de A le réel positif p(A) = max |A].
A€Sp(A)

1. Montrer que pour tout P € GL,(C), || ||p est une norme sous-multiplicative.
2. Soit A€ .#,(C). On cherche 2 montrer que : A¥

0= p(A) <l

k—+00

0. Montrer que p(A) <1.

a) On suppose que A*

k—+o00

b) On suppose que p(A) < 1.
Montrer qu'il existe P € GL,(C) telle que || Allp < 1 et conclure.
3. Prouver que la série ) Ak converge si et seulement si p(A) < 1.
Que vaut dans ce cas sa somme?

*x Exercice 35 — Méthode de Newton

1/2
On munit ., (R) de la norme définie par || A| = Z af j) .
1<i,jsn

1. Justifier que || - || est une norme et vérifier qu’elle est sous-multiplicative.

2. Soient A € .#,(R) et la suite définie par My € .4, (R) et :

VkeN, Mpiq1 =2My — M AM;

AL

Montrer quessi || I, — AMy|l <1, A estinversible et Mj

k—+o00
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