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Topologie des espaces normés

Feuille d’exercices #12

& Partie A — Bestiaire topologique

*x Exercice 1 — Soient A et B deux parties non vides d'un espace vectoriel
normé E. Onpose A+ B={a+b|ac A, be B}. Montrer que :

1. si A est ouvert, alors A + B est ouvert;
2. si A et B sont bornés, alors A+ B est borné.

3. si Aet B sont fermés, alors A + B n’est pas nécessairement fermé.
On pourra considérer A= {(x,y) €R? | xy =1} et B={(x,0) | x € R}.

** Exercice 2 — Soient A et B deux parties d'un espace vectoriel normé E.
Comparer AnBet AnB puis AUB et AUB.

* Exercice 3 — Soient E un espace vectoriel normé et F uns.e.v. de E.
1. Montrer que Festun sous-espace vectoriel de E.

2. En déduire que tout hyperplan de E est soit fermé, soit dense dans E.

* Exercice 4 — Soient E un R-espace normé et A une partie non vide de E.
1. Prouver que si A est convexe, alors A est convexe.

2. Soientdy:ue E— in£ lu—all et x € E. Prouver que : da(x) =0 = xX€A.
ae

3. On suppose que A est fermée et que pour tous (x,y) € E? et t € [0,1],
da(tx+(1—-10y) < tda(x)+ (1 —1)da(y). Prouver que A est convexe.

* Exercice 5 — Quelle est la nature topologique de I’ensemble des triplets (a, b, c)
de R3 tels que aX? + bX + ¢ soit un trindme du second degré sans racine réelle?

*x Exercice 6 — Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence d’'une suite
d’un espace vectoriel normé est fermé.

**x Exercice 7— Montrer que I'ensemble des polyndmes réels scindés a racines
simples de degré n est une partie ouverte de R, [X].
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* Exercice 8 — Soient (E, || - ||) un e.v.n. de dimension n, de base (e, ..., e,).
n
1. Montrer que I'application N: u — Z llu(e;) | est une norme sur . (E).
i=1
2. Soit (ug)ren une suite d’endomorphismes de E. Prouver que (ug)en
converge dans .Z (E) ssi pour tout x € E, (u(x)) xen converge dans E.

** Exercice 9 — Montrer que I'ensemble des matrices de projecteurs est un fermé
non borné de .#,,(K) d’intérieur vide.

** Exercice 10 — Montrer que I’ensemble des matrices nilpotentes de .#, (K) est
une partie fermée de .#, (K).

** Exercice 11 — Meéli-Mélo matriciel
Soit n € N*. L'espace .#,,(C) est muni d'une norme quelconque.

1. Montrer que GL,(C) est un ouvert dense de .#,(C).
2. Montrer que O, (R) est compact. Est-il connexe par arcs?

3. Montrer que I'ensemble D, (C) des matrices diagonalisables de .#},(C) est
dense dans .#,(C).

4. Quel est l'intérieur de D, (C)?

*x Exercice 12— Densité des matrices diagonalisables de ./ (R)

1. Soit P un polyndéme réel non nul unitaire de degré n. Montrer que P est
scindé sur R si, et seulement si, pour tout z € C, |P(z)| = |Im(z)|".

2. FEtablir la continuité sur .#,,(R) de M — y .

3. On note 9, (resp. 2,) I'ensemble des matrice de .#,(R) trigonalisables
(resp. diagonalisables). On note enfin 2, 'ensemble des matrices de .7}, (R)

possédant n valeurs propres simples. Montrer que I, = 2, = 2.

* % Exercice 13 — Soit n € N*. On munit .#,,(C) d'une norme quelconque.

1. Soit 7 € [0, n]. Montrer que 'ensemble des matrices de .#,,(C) de rang
supérieur ou égal a r + 1 est un ouvert.
2. On note </, 'ensemble des matrices de .#},(C) de rang r. Soit M € of,.
a) Prouver que M est limite d'une suite d’éléments de </, pour g <r.
b) En déduire I’adhérence de I'’ensemble des matrices de rang r.
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** Exercice 14 — Classe de similitude d'une matrice
Si A€ #,(C), on appelle classe de similitude de A "’ensemble cl(A) des matrices
de .4, (C) semblables a A. On note 4 le polyndme minimal de A.
My (C) — C,[X] est continue.
A— xa

1. Montrer que I'application @ :

2. Soit A une matrice diagonalisable. Etablir que pour tout B € .#,,(C),

XA=XB

Beclld)
pa(B)=0

En déduire alors que sa classe de similitude est un fermé de ., (C).
3. Soit A€ .#,(C). On suppose cette fois-ci que cl(A) est un fermé de .#,(C).
a) Montrer que cl(A) contient au moins une matrice triangulaire supé-
rieure B.
b) On note ¢p 'endomorphisme de C” canoniquement associé a B et
(e1,...,ey) labase canonique de C”. Soit k € N*.

1 1
Donner la matrice de ¢p dans la base %el, ﬁeg, . ﬁen .

¢) En déduire que A est diagonalisable.

*% Exercice 15 — Soit P e R[X] et n € N. On note Ep = {M € .#,,(R), P(M) = 0} et
on dit que M estisolé dans Ep ssiil existe un voisinage V de M tel que EpnV = {M}.

1. Préciser Ep et ses points isolés lorsque n = 1.

2. Dans cette question et les suivantes, on supposera n = 2. Montrer qu’il
existe un voisinage Vj de 0 tel que pour tout H € Vy, I, + H € GL,(R).

3. Soit M un point isolé de Ep.
a) Montrer qu'il existe un voisinage V; de 0 tel que :

VYHeVy, (I,+H) 'MUI,+H =M

b) En déduire que M commute avec tous les éléments de .#, (R).

4. Soit A € R. Trouver une suite (M}) ey d’éléments de .#, (R) distincts deux
a deux, telle que klim M. = Al et pour tout k € N, (Mg — AI,,)? =0.

—+00

5. Etablir que A1, est un point isolé de Ep ssi A est une racine simple de P.
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& Partie B - Applications continues et normes d’opérateur

* Exercice 16 — Soient E un espace normé de dimension finie et u € Z(E).

On définit, sous réserve d’existence, une suite (x,),en €n fixant xp € E et, pour
tout n €N, x,4+1 = u(xy)/ | xnll On suppose de plus que la suite (x,) ,cn COnverge.
Prouver que sa limite est un vecteur propre de u.

* Exercice 17 — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, f: E— Feta€E.
Montrer que f est continue en a si et seulement si pour toute suite (x,) zen d’é1€-
ments de E telleque lim x, =aq,alors lim f(x,) = f(a).

n—+oo n—+oo

* Exercice 18 — Soient || - ||; et || - |, deux normes sur un espace vectoriel E.
Montrer que |- ||; et || - |2 sont équivalentes si et seulement si les deux applications
. (12 - 12—-1 :

id; 72 (B, 1 11) — (B, 11 - Il2) etid% ™" : (B, 1l 12) — (B, Il - 1) sont continues.

** Exercice 19— On munit ./}, (C) d'une norme quelconque.

1. Montrer que les applications suivantes sont continues sur ., (C) :

M—Te(M); M—dettM); M— xyum; M»—»M_lsurGLn([K)

2. Montrer que les applications M — rg(M) et M — 1 s ne sont pas continues
sur .4, (C). On pourra considérer une matrice nilpotente.

3. Montrer que (M, N) — MN est continue sur ./, (©)2.

** Exercice 20 — Soit E = R[X] muni de la norme | - || définie par || P| = sup|ay|
neN
pour P = Z a, X". Etudier la continuité des applications suivantes :
n=0

X 1
P—XP; P—P-Q; P~P; P»—»f p; P'—>f P; P~ P(a)
0 0

+00

* Exercice 21 — Soit E = ¢1(C). Pour a € E, on pose |al; = Z |ayl.
1. Montrer que || - [l; est une norme sur E. "=
2. Justifier I'existence et la continuité de la forme linéaire ¢ : (a;) — Jfo an.
n=0
3. Soit F = {a €eE Jio a,=1 } Lensemble F est-il fermé? borné? ouvert?
n=0
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*x Exercice 22 — Soient ¢ une forme linéaire sur E non nulle et H = Ker(¢p).

1. a) Montrer que H est soit fermé, soit dense dans E.
b) Montrer que ¢ est continue si et seulement si H est un fermé de E.

2. Onprendici E=%([0,1],R)et H={f € E| f(0) =0}.
Trouver deux normes pour lesquelles H est fermé ou dense.

* Exercice 23 — Formes linéaires positives

1. Soient E = €([0,1],R) et ¢ une forme linéaire sur E telle que pour toute
fonction f € E positive, ¢(f) = 0. Montrer que ¢ est continue sur E muni
de || - |loo €t déterminer sa norme subordonnée.

2. L'application f — f(0) est-elle continue sur E munide || - loo?de |- |1 ?

* Exercice 24 — Soit E I'espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de || - || -

n
Montrer que 'application T: u € E— v ou pour tout neN, v, = —— Z Uy est
k=0
un endomorphisme continu de E. Déterminer sa norme subordonnée.

* Exercice 25 — On munit E = ([0, 1];R) de la norme || - ||2. Soit g € E. On pose :
VfeE, Tg(f) :folf(t)g(t) dt
Montrer que T est une forme linéaire continue et déterminer || Tg||.
** Exercice 26 — On définit sur E = €6([0,1],R) muni de || || la fonction T par :
VfeE, Vxel01], T()(x) = fol(“ 0f)de

Prouver que T est un endomorphisme continu de E et calculer || T|).

*x Exercice 27 — Soient E = 6([0,1],R) et ¢ € €([0, 1], [0, 1]) continue et bijective.

On définit alors Ty, par Ty (f) = fo .
1. Montrer que T, est un endomorphisme continu de (E, || - [|«0)-

2. On munit désormais E de la norme || - ||;.
a) Montrer que si ¢! est de classe ¢!, alors T, est continu.
b) Montrer que pour ¢ : x — x2, T, n’est pas continu.

¢) Montrer que T, est continu si, et seulement si ¢! est lipschitzienne.

L

** Exercice 28 — Soient E =R, [X], F =R[X] et ¢4 : P — P(a) pour a € R.

+00
On pose, pour P = Y apX¥ € F, | P|| = max|ay/.
k=0
1. Justifier la continuité sur E de ¢, pour tout a € R et calculer [|¢|.

2. Etudier la continuité de ¢, sur F et calculer, pour |a| <1, |[¢@q]||.

** Exercice 29 — Pour n € N*, on définit sur R, [X] I'application D: P — P’.
1. Calculer exp(D). Les applications D et exp(D) sont-elles continues?

2. Faire de méme avec, cette fois-ci, E = R[X] et | P|| = sup |P(x)| pour P € E.
x€[0,1]
On montrera au préalable que exp(D) est bien définie.

& Partie C - Parties compactes
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* Exercice 30 — Soient A et B deux parties non vides d'un espace vectoriel
normé E. Onpose A+ B={a+b|ac A, be B}. Montrer que :

1. si Aestfermé et B compact, alors A+ B est fermé;

2. si A et B sont compacts, alors A + B est compact.

* Exercice 31 — Soient E un espace vectoriel normé et K un compact de E. Une
partie A est dite discrete si pour tout a € A4, il existe r > 0 tel que B(a,r) N A= {a}.
Montrer que toute partie infinie et discréte de K n’est pas fermée.

** Exercice 32 — Soient E un e.v.n. de dimension finie et (u,),en Une suite
convergente de limite £. Montrer que K = {u,, n € N} U {¢} est compacte.

** Exercice 33 — Soient E un espace vectoriel normé et K un compact de E.
On note, pour tout r >0, V;, ={xe€ E,d(x,K) < r}.
Montrer que pour tout ouvert U contenant K, il existe r > 0 tel que V, c U.

*x Exercice 34 — Compacts emboités
Soient (E, || - |I) un e.v.n. et (Kj,) ,eny Une suite décroissante de compacts non vides.

1. Montrer que K = ﬂ K;, est un compact non vide.
neN

2. Montrer que tout ouvert O contenant K contient au moins un des Kj,.
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*x Exercice 35 — Une suite (1) ,en d'un espace vectoriel normé (E, | - ||) est dite
de Cauchysi: Ve>0, 3IneN, Vp,g=n, lup—ug4l<e
L'espace E est dit complet lorsque toute suite de Cauchy de E converge.

1. Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée et possede une unique valeur
d’adhérence. Qu’'en déduire lorsque E est de dimension finie?

2. Prouver que I'espace 28([0, 1], R) muni de || - ||, €st complet.

3. Prouver que I'espace 4([0,1],R) muni de | - ||; n’est pas complet.

*xx Exercice 36 — Propriété de Borel-Lebesgue
Soit E un espace vectoriel normé. On note K un compact de E et (O;);e; une
famille d’ouverts tels que K < | O;.
iel
1. Montrer qu'il existe € > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que
B(x,€) € O;. On pourra raisonner par l'absurde.
2. Prouver l'existence de xy,...,x, € K telsque K c U B(x;,¢€) et en déduire
1<isn
I'existence de iy, ...,in € [ telsque K< | O;;.
1sjsn
** Exercice 37 — Application presque contractante
Soient K une partie compacte d'un espace vectoriel normé E et f : K — K telle
que pour tous x, y € E distincts, || f(x) — fF(PI < | x - yll.
1. Etablir a 'aide de I'application ¢ : x — || f(x) — x|| I'existence et 'unicité
d’un point fixe pour f, noté a.
2. On considere une suite définie par xy € K et x,+1 = f(x;,) pour tout n € N.
a) Prouver que || x,, — all admet une limite, notée ¢.
b) Soit b est une valeur d’adhérence de (x,) ,cn. Montrer que ||b—all = €
et que f(b) est une valeur d’adhérence de (x,) ,en- Conclure.

*xx Exercice 38 — Dilatation d’'un compact
Soient X un compact non vide d'un espace vectoriel normé et une application
f:X — Xtellequepourtous x,y€ X, | f(x)— fMII=lx—yl.

1. Soit a € X. Montrer que la suite définie par uy = a et pour tout n € N,
Un+1 = f(u,), admet a pour valeur d’adhérence.

2. Montrer que f est une isométrie. En déduire que f est bijective.
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*x Exercice 39 — Théoreme de d’Alembert-Gauss
OnnoteU={z€C,|z|=1}, D={z€(,|z| < 1} etpour PeC[X], || P| = mzuinlp(z)l.
ZE

Soit P € C[X] un polynéme de degré supérieur a 1.
1. Montrer que | - || est une norme sur C[X].
2. Montrer que pour tout P € C[X], |[P(0)| < || P]l.
3. Soient zg € C et 0 € R. Etablir I'existence de a € C et n € N tels que :

P (zo + reia) — P(z) o ar"el™
r—

4. Montrer que || P|| = max|P(2)|.
zeD

5. En déduire le théoreme de d’Alembert-Gauss.

*+ Exercice 40 — Soient (E, | - ||) un espace normé réel et u € .Z(E) une applica-
tion 1-lipschitzienne. Pour n € N, on pose v, = ﬁ i uk.

1. Calculer (#—id)o v,,.

2. Montrer que Ker(u —id) et Im(u —id) sont en somme directe.

3. On suppose E de dimension finie.
a) Montrer que Ker(u —id) et Im(u —id) sont supplémentaires.
b) Etudier la convergence (v, (x)) >0 si x € E, puis celle de (v;) 0.

4. On suppose E de dimension quelconque.
a) Montrer que, si Im(u —id) et Ker(u —id) sont supplémentaires dans E,
alors la suite (v,) nen converge simplement et Im(u —id) est fermé.
b) Etudier la réciproque.

**+ Exercice 41 — Théoreme de Riesz
Soient (E, || - |) un espace normé et F un sous-espace de dimension finie.

1. Montrer que pour tout x € E, il existe y € F tel que d(x, F) = | x - y|.

2. Onsuppose que F # E.Soient xe E\Fetye Ftelsque d(x,F) =llx—-yl.
Calculer alors d(z, F) pour z = (x— y)/||lx— yll.

3. On suppose ici E de dimension infinie. Construire une suite (z,) de vec-
teurs unitaires de E tels que d(z,, Vect(zy,...,z,-1)) = 1 pour tout n € N.

4. Montrer que E est de dim. finie ssi la boule unité fermée est compacte.

]


https://www.mickaelprost.fr

https:/www.mickaelprost.fr

@ Partie D - Parties connexes par arcs

* Exercice 42 — Soit E un espace vectoriel normé de dimension 7n = 2. Montrer
que la sphere unité est connexe par arcs.

* Exercice 43 — Montrer que I’ensemble des matrices nilpotentes de .#,(K) est
une partie étoilée.

* Exercice 44 — Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
1. Montrer que E est connexe par arcs.

2. Soit f: E — F une fonction continue. Montrer que f(A) est connexe par
arcs pour tout connexe par arcs A de E.

3. Montrer que C* est connexe par arcs. En déduire qu’il n’existe pas de bijec-
tion continue de C sur R.

4. Soit U une partie de E. Montrer que l'indicatrice de U dans E est continue
si U est a la fois ouverte et fermée dans E. En déduire les parties de E qui
sont a la fois ouvertes et fermées.

** Exercice 45 — Soient E un e.v.n. et A, B deux parties connexes par arcs de E.
1. Lintérieur et 'adhérence de A sont-ils connexes par arcs?

2. Montrer que A x B et A+ B sont connexes par arcs.

*x Exercice 46 — Connexité par arcs de GL,(C)
Soient peNetay,...,ap €C.

1. Montrer que U =C\{ay,..., ap} est connexe par arcs.

2. En considérant I'application z — det(zA+ (1 — z) B) pour A, B € GL,(0),
montrer que GL,(C) est connexe par arcs.

3. Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs.
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