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Résumé 14 – Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

! Modes de convergence

On considère une suite de fonctions

�
fn

�
n2N définies sur

un intervalle I et à valeurs dansK.

Définition : Convergence simple

On dit que la suite

�
fn

�
n2N converge simplement vers

la fonction f sur I si :

8x 2 I , fn (x )����!
n!+1

f (x )

Établir la convergence simple de la suite

�
fn

�
n2N revient à

montrer la convergence de ( fn (x ))n2N pour tout x 2 I .

Définition : Convergence uniforme

On dit que la suite

�
fn

�
n2N converge uniformément

vers la fonction f sur I si fn � f est bornée à partir

d’un certain rang sur I et :

k fn � f k1 ����!
n!+1

0,

c’est-à-dire : sup

x2I

| fn (x )� f (x )|����!
n!+1

0

x

y

f

f + "

f � "
fn

Illustration de la convergence uniforme

Proposition : CVU =) CVS

Si une suite

�
fn

�
n2N converge uniformément vers f

sur I , alors elle converge simplement vers f sur I .

Méthode : établir la convergence uniforme

On commence par déterminer la limite simple f de la

suite de fonctions

�
fn

�
n2N. S’offrent deux possibilités :

  La borne supérieure sur I de | fn � f | s’obtient par-

fois par simple étude de fonction. Il suffit dans ce

cas de passer à la limite.

À Le calcul explicite de la borne sup est malaisé, on

majore alors en cherchant Mn 2R+ tel que :

8x 2 I , | fn (x )� f (x )|∂Mn avec Mn ����!
n!+1

0

Méthode : établir la non-convergence uniforme

Les possibilités sont multiples. On peut justifier :

  la non-convergence simple (condition minimale) ;

À le non-respect des théorèmes de continuité et de

double limite.

Ã l’existence d’une suite (un )n2N telle que :

| fn (un )� f (un )| 6����!
n!+1

0

! Convergence uniforme, continuité et double limite

En cas de convergence uniforme, la continuité se transmet

par passage à la limite.

Théorème : Continuité de la limite uniforme

Soit

�
fn

�
n2N une suite de fonctions de I dans K

convergeant uniformément vers f sur I et soit a 2 I .

Si, pour tout n 2N, fn est continue en a , alors f est

continue en a .

La continuité étant une propriété locale, on peut se

contenter de travailler seulement au voisinage de a .

Théorème : Théorème de la double limite

Soit

�
fn

�
n2N une suite de fonctions de I dans K

convergeant uniformément vers f sur I et soit a

un point adhérent à I (ou bien a = ±1). Si, pour

tout n 2 N, fn admet une limite `n en a , alors (`n )
admet une limite ` et f (x ) �!

x!a
`.

Ce résultat généralise le précédent.

! Convergence uniforme, intégration sur un segment

Théorème

Soit ( fn ) une suite de fonctions continues sur un seg-

ment [a , b ] et à valeurs dansK, convergeant unifor-

mément sur le segment [a , b ]. Alors,

lim
n!+1

Z b

a

fn (x ) dx =
Z b

a

lim
n!+1

fn (x ) dx

Si l’intervalle n’est pas borné, on cherchera à exploiter le

théorème de convergence dominée.

Proposition : Convergence uniforme et primitives

Soit ( fn ) une suite de fonctions continues définies

sur un intervalle I et à valeurs dansK, convergeant

uniformément vers f sur tout segment de I . Soit

x0 2 I . On définit, pour n 2N et x 2 I ,

Fn (x ) =
Z x

x0

fn (t ) dt et F (x ) =
Z x

x0

f (t ) dt

Alors (Fn ) converge uniformément vers F sur tout

segment de I .

© Mickaël PROST Année 2024/2025



Fiche 14 – Suites et séries de fonctions 37

! Convergence uniforme et dérivation

Théorème

Soit ( fn ) une suite de fonctions définies sur un inter-

valle I de R, à valeurs dansK. On suppose que :

• Pour tout n 2N, fn est de classeC 1
sur I .

• ( fn ) converge simplement sur I vers f .

• ( f 0
n
) converge uniformément sur (tout segment

de) I vers une fonction g .

Alors ( fn ) converge uniformément vers f sur (tout

segment de) I , f est de classeC 1
sur I et f

0 = g .

La convergence uniforme de la suite des dérivées s’éta-

blira sur l’intervalle I ou, si nécessaire, seulement sur tout

segment inclus dans I .

Corollaire

Soit ( fn ) une suite de fonctions définie sur un inter-

valle I de R, à valeurs dansK. On suppose que :

• Pour tout n 2N, fn est de classeC p
sur I .

• Pour tout k 2 π0, p �1∫, ( f (k )
n
) converge simple-

ment sur I vers une fonction fk .

•

Ä
f
(p )

n

ä
converge uniformément sur tout segment

de I vers une fonction fp .

Alors ( fn ) converge uniformément vers f = f0 sur

tout segment de I . La fonction f est de plus de classe

C p
sur I et pour tout k 2 π0, p∫, f

(k ) = fk .

Séries de fonctions

! Modes de convergence

Soit ( fn ) une suite de fonctions définies sur un intervalle I

et à valeurs dansK. On appelle :

• somme partielle au rang n la fonction Sn =
nX

k=0

fk ;

• série de terme général fn la suite de fonctions (Sn )n2N.

Définition : Convergence simple, uniforme

On dit que la série de fonctions

X
fn converge sim-

plement (respectivement uniformément) sur I si la

suite de fonctions (Sn )n2N converge simplement (res-

pectivement uniformément) sur I .

En cas de convergence, on pose :

8x 2 I , S (x ) =
+1X

k=0

fk (x ) = lim
n!+1

nX

k=0

fk (x )

La convergence uniforme d’une série entraîne sa conver-

gence simple.

Proposition

Une série de fonctions converge uniformément si et

seulement si elle converge simplement et si la suite

de ses restes converge uniformément vers 0.

Il n’est souvent pas commode de justifier la convergence

uniforme d’une série de fonctions : il faut au préalable

montrer la convergence simple pour ensuite étudier la

convergence uniforme du reste vers 0.

Définition : Convergence normale

On dit que la série de fonctions

X
fn converge nor-

malement sur I si les fonctions fn sont bornées sur

I (à partir d’un certain rang) et si la série numériqueX
k fnk1,I converge.

Pour justifier la convergence normale, on établit souvent

la majoration k fnk1 ∂↵n avec

X
↵n convergente.

Théorème

Si la série de fonctions converge normalement sur I

alors elle converge uniformément sur I .

Dans ce cas,

�����
+1X

n=0

fn

�����
1,I

∂
+1X

n=0

k fnk1,I .

CV normale CV uniforme CV simple=) =)

Toute série convergeant uniformément ne converge pas

nécessairement normalement. La majoration uniforme

du reste est souvent aisée lorsqu’une série
P
(�1)n un (x )

vérifie le critère spécial des séries alternées :

8x 2 I , |Rn (x )|=
�����
+1X

k=n+1

(�1)k uk (x )

�����∂ |un+1(x )|

Sous condition, kRnk1 ∂ kun+1k1 ����!
n!+1

0.

! Continuité et double limite

Théorème

Soit
P

fn une série de fonctions de I dansK conver-

geant uniformément vers f sur I et soit a 2 I .

Si, pour tout n 2N, fn est continue en a , alors

+1X

n=0

fn

est continue en a .

En pratique, la convergence uniforme sur tout segment

inclus dans I assure la continuité sur I . Cette condition

s’avère pratique lorsqu’il n’y pas convergence uniforme

(ou mieux, normale) sur I .

Théorème : Théorème de la double limite

Soient
P

fn une série de fonctions de I dansK et a

un point adhérent à I (ou bien a =±1). On suppose

que :

• Pour tout n 2N, fn admet une limite `n en a .

• La série
P

fn converge uniformément sur I .

Alors la série
P
`n converge, la somme

+1X

n=0

fn admet

une limite en a et lim
x!a

+1X

n=0

fn (x ) =
+1X

n=0

lim
x!a

fn (x ).
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! Dérivation et intégration d’une série de fonctions

Théorème : Dérivation terme à terme

Soit
P

fn une série de fonctions définies sur un in-

tervalle I de R, à valeurs dansK. On suppose que :

• Pour tout n 2N, fn est de classeC 1
sur I .

•
P

fn converge simplement sur I .

•
P

f
0

n
converge uniform. sur tout segment de I .

Alors,
P

fn converge uniformément sur tout seg-

ment de I ,

+1X

n=0

fn est de classeC 1
sur I et

Ç+1X

n=0

fn

å0
=
+1X

n=0

f
0

n

On généralise alors aux séries de fonctions de classeC p
.

Corollaire : Dérivation terme à terme

Soit
P

fn une série de fonctions définies sur un in-

tervalle I de R, à valeurs dansK. On suppose que :

• Pour tout n 2N, fn est de classeC p
sur I .

• Pour tout k 2 π0, p �1∫,
P

f
(k )

n
converge simple-

ment sur I .

•
P

f
(p )

n converge uniformément sur tout seg-

ment de I .

Alors,

+1X

n=0

fn est de classeC p
sur I et,

8k 2 π0, p∫,
Ç+1X

n=0

fn

å(k )
=
+1X

n=0

f
(k )

n

Théorème : Intégration terme à terme (segment)

Soit
P

fn une série de fonctions continues sur un seg-

ment [a , b ] et à valeurs dansK, convergeant unifor-

mément sur le segment [a , b ]. Alors

XZ b

a

fn (x ) dx

converge et :

+1X

n=0

ÇZ b

a

fn (x ) dx

å
=
Z b

a

Ç+1X

n=0

fn (x )

å
dx

Les théorèmes qui précèdent sont encore valables pour

fn : I ! F avec F un espace normé de dimension finie. Les

théorèmes de continuité et de double limite sont même

encore vérifiés pour fn : A ⇢ E ! F avec A une partie d’un

espace normé E de dimension finie.

Approximation uniforme

Définition : Fonctions continues par morceaux

Une fonction f : [a , b ]!C est dite continue par mor-

ceaux si pour une certaine subdivision (x0, . . . , xn ) de

[a , b ], pour tout i 2 π0, n �1∫,
• f]xi ,xi+1[ est continue sur ]xi , xi+1[

• f]xi ,xi+1[ est prolongeable par continuité en xi et

xi+1

La subdivision (x0, . . . , xn ) est dite adaptée à f .

Les fonctions en escalier et les fonctions continues sont

continues par morceaux.

Proposition

Toute fonction continue par morceaux sur un seg-

ment est bornée.

Théorème : Approximation uniforme (segment)

Toute fonction continue par morceaux sur un seg-

ment est limite uniforme d’une suite de fonctions

en escalier.

Théorème : Théorème de Weierstrass

Toute fonction continue sur un segment est limite

uniforme de fonctions polynomiales.
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