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INTEGRALES A PARAMETRE

Intégrales a parametre

& Exercice 1 — Soit F la fonction définie par :

+00
F(x)= J
0

1. Montrer que F est bien définie sur R} et de
limite nulle en +o0.

e—x t

1+ t2 de

2. ATlaide d’'une domination locale, montrer que
F est de classe 62 sur R .
3. Montrer que F est solutlon sur RY de I'équation
différentielle y” +y = ;.
Correction —

1. * Remarquons tout d’abord que :

—Xxt
V(x,t) €R; xRy, = ¢(t)

IR
1+62]  1+¢2

Comme ¢ est intégrable sur [0, +00[, il en va de méme

. e—xt
par comparaison pour t — T pour tout x > 0.
* Par ailleurs,
+00 e_xt +0o0o 1
|F(x)| < —— | dt < e *tdt ==
o 1+t2 o b'e

1
On peut conclure en constatant que — —— 0
X x—+o00

On vérifie les différentes hypotheses de continuité et d’in-

tégrabilité du théoréme de dérivabilité d’une intégrale

a parameétre. Avec, en particulier, pour tout a > 0, en
—Xxt

osant f(x,t) = ——:.
p foot)=1"5

f

V(x,t) € [a,+00[xR,, e

—5(x, )| <

La domination étant assurée localement, F est bien de
classe 62 sur R*.

On obtient le résultat par intégration par parties (sur un
segment!).

& & Exercice 2 — On considére la fonction :
1 T
f:x'—>—J cos(xsinf) do
T Jo

Montrer que f est définie et de classe 62 sur R.

2. Déterminer une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 dont f est solution.
3. En déduire que f est développable en série

entiere sur R et préciser le développement.

ENTRAINEMENT 16

Correction —

1. Ilsuffit de majorer 'intégrande et ses dérivées successives
par 1.

Une intégration par parties nous permet d’établir que f
est solution de :

xy"(x)+y'(x)+xy(x)=0

* La fonction f étant paire, on peut dés lors résoudre

I’équation en cherchant y sous la forme y(x) =
+00

E a,x" et en dérivant terme a terme. On obtient :
n=0

3.

a
VneN, —r
4(n+1)2
(="
22n(n!1)2
Le rayon de convergence vaut alors +00.

* f est I'unique solution vérifiant f(0) =1 et f/(0) =0

="
22n(n|)2

Apy1 = —
Dot a, = a, pour tout n € N.

2n

VxeR, f(x)= Z

& & Exercice 3 — On pose :

too
F(x) = dt
0 1+tx

1. Montrer que F(x) est définie pour tout x

= 0.

2. Montrer que F est de classe € °° sur [ 0,+00 [.

3. Calculer F™(0) pour tout n € N.

Correction —

1. Posons f(x,t) = .Pourtout x e R, t — f(x,t)

o(t—lz) donc F

1+tx

est continue sur [0,+o00[ et f(x,t) =
t
est bien définie sur R,.
* Pour tout t € R,, la fonction x — f(x,t) est infini-
ment dérivable et pour tout n € N :

onf (=1)"n!t"
oxn (14 tx)nt?

—t

V(x,t) eR?, (x,0)=

n
(x, t) est, pour tout n € N, continue sur R,.
le

Lo (L
t—+00 t2

F est donc de classe 6 °° sur R, et, pour toutn € N :

®

* Enfin, quel que soitn €N,

onf

=nl!t"e
dxn

V(x,t) €R2, (x,0)

+00 ¢

t"e”
x€R, FM(x)=(=1)"n! —_—
VxeR, FO(x)=(-1) L oo

Dot F™M(0) = (—1)"n!f ne~t dt = (—1)"(n!)?.

0



