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REVISIONS D’ALGEBRE LINEAIRE

Révisions d’algebre linéaire

& Exercice 1 — Résoudre, en fonction du para-
meétre m € C, le systéme d’équations linéaires :

X—y+z=m
x+my—z=1
x—y—z=1

Indication — Du pivot, rien que du pivot !
Correction — On distingue deux cas :
CsimA—1, 5 = {(222,0,22)};
e sim=-1,={(y,y,—-1) | y eR}.

1 1 1
& Exercice 2 — SoitA= [0 1 1
0 0 1

Calculer A" pour n € N.

Correction —VYneN,A"= [0 . (bin6me)

—_
—_ 3N

a’> ab ac
& Exercice 3 — Soient A= |ab b? bc|,olua,b,c
ac bc c?
sont trois réels vérifiant a® + b> +c> =1, et B=A—1I;.
1. Déterminer Im(A) et Ker(A).
Vérifier qu’ils sont supplémentaires.
Calculer A%, B, AB et BA.

Déterminer I'inverse de AA+uB ou A, u € R lorsque
la matrice est inversible.

Indication — 3. Vect(A, B) est stable par multiplication.

Correction —

1. Im(A) = Vect(C;,C,,C3) = Vect((a, b,c)) et Ker(A) =
VeCt((_b’ a, 0)’ (_C’ a, 0))

2. A>=AB>*=BetAB=BA=0.
(AA+ uB)(MA+ u/B) = AAMA+ uu’B. On peut prendre
A =1/Aetu =1/usi Au # 0. Dans le cas contraire, la
matrice n’est pas inversible.

& Exercice 4 — Déterminer ’ensemble des matrices A
de #,(R) vérifiant :

VM € #,(R), Tr(M)=0=>Tr(AM) =0

Indication — Considérer un produit scalaire ou raisonner a
I'aide de formes linéaires.

PREPARATION 1

Correction — A€ ((Vect(In))L)l = Vect(I,,) (dim. finie).
On peut aussi observer que les formes linéaire M — Tr(AM)
et M — Tr(M) s’annulent sur le méme hyperplan. Il existe
donc A € R tel que Tr(AM) = A Tr(M) pour tout M € 4, (R).
Tr((A— AI)M) = 0 et il suffit de prendre M = (A— AI,)"
pour conclure. Ce raisonnement présente 'avantage d’étre
encore valable dans ., (C).

& Exercice 5 — Soient E un K-espace vectoriel de di-
mension finie et f € £(E) vérifiant f3 = idg.
1. Montrer que Im(f —id;) € Ker(f2+ f +idg).

2. En déduire que Im(f —idy) et Ker(f —idg) sont
supplémentaires dans E.

Indication — 2. On travaille en dimension finie donc...

Correction —

1. Soit y € Im(f —idg). Comme y = f(x)—x avec x € E,
PN+ +y=f3()—x=0p.
2. En appliquant le théoréme durang a g = f —id,

dim(Im(f —idg)) + dim(Ker(f —idg)) = dim(E)
De plus, si x € Im(f —idg) NKer(f —idg),
FAO)+f(x)+x=0g et flx)—x=0g

Il vient 3x = Op puis x = Op.

& Exercice 6 — Soient E un K-espace vectoriel et p un
projecteur. On pose q = id; — p et on considére :

I ={uop|luc¥(E)} et ¥={uoq|uec ¥(E)}

1. Montrer que Z et ¢ sont des sous-espaces vectoriels
de Z(E).

2. Montrer que 4(E)=% © 9.

Indication —

1. On peut s’aventurer hors de la stabilité par combinai-
son linéaire.

2. Que peut-ondirede p+gq,poqetqop?

Correction —

1. Z et ¥ sont I'image de ¥ (E) par les endomorphismes

¢ :u—uopetp:u—uop.

2. * Montrons que & NY = {0y p}. Soit f € F N Y.
f =uop=voqavecu,ve ¥(E). fop=uopop=f
mais aussi f op=voqop=_0gg donc f =0y

* Montrons que ¥ (E) = & + ¢%. Considérons f € ¥(E).
f=feidg=folp+q)=fop+feoq.
S~ ~~—
€7 €y
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& & Exercice 7 — Soit ¢ l'application définie sur R[X ]
par ¢(P) = (X?+1)P” + 4P’ —2P.

1. Montrer que ¢ € Z(R[X]).

2. Exprimer deg(¢ (P)) en fonction de ¢ (P).
En déduire que ¢ induit, pour tout n € N, un endo-
morphisme sur R, [X].
3. Déterminer le noyau de ¢.
4. Trouver tous les polynémes P vérifiant ¢(P) =X.
Indications —
2. On pourra distinguer les cas n # 2 et n = 2 en posant
P =aX?+bX +c.
4. Sauriez-vous trouver une solution particuliere? les
solutions de 'équation homogene ?
Correction —

n
2. Soit P = Z a,X* avec a, # 0. Le terme « dominant »
k=0
de ¢(P) est[n(n—1)—2]a, X" si celui-ci est non nul.

e sin#2alors n(n—1) # 2 et deg(P) = deg(¢ (P)).

* si deg(P) = 2 alors P = aX? + bX + ¢ conduit a
¢(P) =2(4a—b)X +2(a+2b—c).

En conclusion, pour tout P € R,[X], ¢ (P) € R, [X].

3. Daprés ce qui précéde, si deg(P) # 2, ¢p(P) = 0 im-
plique P = 0. Dans le cas ol n = 2, on obtient b = 4a
et ¢ = 9q, soit P = a(X? +4X + 9).
Ainsi, Ker(¢) = Vect(X? +4X +9).

4, P =-—X/2—1 est une solution.

Ainsi, ¥ ={-X/2—1+a(X*+4X +9),a €R}.

& & Exercice 8 — Soient E un K-espace vectoriel de
dimension n et u € Z(E).

1. On note F un sous-espace vectoriel de E.
Montrer que dim(u!(F)) < dim(F) + dim(Ker(u)).

On suppose que u est nilpotent et rg(u) =n—1.
Montrer que pour tout k € [0, n], dim Ker(u*) = k.

Indications — Considérer la restriction uj,-1(p)-.

Correction —

1. Le théoréme du rang (dimension finie) appliqué a u,-r)
donne :

dim(u™"(F)) = dim(Ker(u) N u""(F)) + rg(w,1(s))
= dim(Ker(w) Nu"Y(F)) + dim(u(u"'(F)))
< dim(Ker(u)) + dim(F)

car u(u~Y(F)) c F et Ker(u) Nu"!(F) c Ker(u).
2. Appliquons le résultat précédent a F = Ker(u) :

dim(Ker(u**1)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u))
En effet,

x € u Y (Ker(u¥)) & u(x) € Ker(u*) < x € Ker(u**)

D’apres le théoréeme du rang, dim(Ker(u)) = 1.
On dispose de Iinclusion naturelle Ker(u*) c Ker(u
Donc,

dim(Ker(«*)) < dim(Ker(u**!)) < dim(Ker(u*)) + 1

Enfin, dim(Ker(u")) = n d’ot1 égalité dim(Ker(u**!)) =
dim(Ker(u*)) + 1, puis dim(Ker(u*)) = k pour k € [0, n].

k+1)‘

A B
C D] € M,(K) suppo-

sée de rang r et telle que A € GL,.(K).

& & Exercice 9 — Soit M = |:

1. Montrer que pour tout X € .#,_,,(K), il existe
Y € #,,(K) tel que :

] =x (o]

2. En déduire que D = CA™!B.

Indications — Toute matrice de rang r est équivalente a J,.

Correction —
1. SoitX € #,_.,(K). M étant de rang r, il existe BQ €

I
GL,(K) telles que M = PJ.Q, ou J, = [O’ 8]

Q Q
Qs Q4] avec Q; € . (K),

Q2 € '/ﬂr,nfr(K): QS € '//lnfr,r(K) et Q4 € '/ﬂnfr(K)’

u[e]=mlo] = sely]=refo]

— Q2X =Q1Y

Alors, en posant Q = [

Q; € GL,(K) en tant que matrice extraite de Q € GL,(K),
il suffit donc de prendre Y = Q;'Q,X.

Un calcul direct prouve que :
BX =AY ie. Y =A'BX
w[i]-wls] = {

DX =CY
Ainsi, pour tout X € #,_,,(K), DX = CA™'BX.
Bref, D = CA™'B. Pourquoi, d’ailleurs ?

& & Exercice 10 — Soient E un K-espace vectoriel de
dim. finie et u € £ (E). Montrer que pour tous i, j € N,

dim(Ker(u'™)) < dim(Ker(u')) + dim(Ker(u/))

Indications — Montrer plus généralement que pour tous
f,g € ¥%(E),dim(Ker(gof)) < dim(Ker(f))+dim(Ker(g)).

Correction — Le théoréme du rang (dimension finie) appli-
qué & g|py(r) donne :

rg(f) = dim(Ker(g) NIm(f)) +rg(g o f)

Donc rg(f) < dim(Ker(g)) + rg(g o f), puis, de nouveau par
théoréme du rang :

dim(Ker(g o f)) < dim(Ker(f)) + dim(Ker(g))
En particulier, pour f =u' et g =1/,

dim(Ker(u'™)) < dim(Ker(u})) + dim(Ker(v))
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& & Exercice 11 — On pose E = €(R",R) et on consi-
dere l'application v qui a toute fonction f de E associe
la fonction g définie par :

Vx € RY, g(x)=f 2tf(t) de
0

Montrer que E est R-e.v. de dimension infinie.
Prouver que ) est un endomorphisme de E.

Etudier linjectivité et la surjectivité de ).
Conclure.

4. Déterminer, pour tout A € R, le s.e.v. Ker(y) — Aidg).

Indications —

1. Exhiber la bonne famille!

2. Toute fonction dérivable est continue...

3. Dériver et bien réfléchir.

4. On résoudra une certaine équation différentielle.

Correction —

1. E est clairement un espace vectoriel et (x — x"),ey €St
une famille libre de E qui contient une infinité de vec-
teurs, c’est donc un espace de dimension infinie.

2. La linéarité découle de celle de l'intégrale; v est par
ailleurs a valeurs dans E car g est bien continue sur R*
en tant que primitive de x — 2xf (x).
3. ¢ Soit f € Ker(v). g étant 'application nulle, g’ I'est
également, ce qui s’écrit :

Vx eRY, 2xf(x)=0

Cela conduit & f(x) = 0 pour x > 0 et par continuité
de f, f est bien nulle sur R*. Bref, v est injective.

* L’application 1) ne peut étre surjective : si elle I'était,
pour toute fonction continue g € E, il existerait f € E
telle que g =) (f). Mais donc g serait dérivable. Or
certaines fonctions continues ne sont pas dérivables
(la racine carrée par exemple). Absurde!

* 1 est donc un exemple d’application linéaire qui est
injective sans étre surjective.

4. Soit f € Ker(vy) — Aidg). Cela implique 2x f (x) = Af’(x).
Pour A # 0, on obtient f(x) =Aexp (xz/k) ol A est un
réel quelconque.

Réciproquement, toute fonction de cette forme vérifie

bien f 2tf(t) dt = Af (x) (a vérifier). Ainsi,
0

* pour A # 0, Ker(y — Aidg) = Vect (x — exp (xz/k));
* par ailleurs, comme déja vu, Ker(+)) = {0g}.

& Exercice 12 — Calculer les déterminants d’ordre
quatre suivants sous forme factorisée :

a a a a 1 a b ab
a b b b 1 ¢ b c¢b
o = a b ¢ c|’ 5= a d ad
a b ¢ d 1 ¢ d cd

pour a, b,c,d € C.

Correction —
1. Dy =a(b—a)(c—Db)(d—c). (pivot)
2. D, =(c—a)?*(d —b)?. (déterminant par blocs)

& Exercice 13 —Calculer les déterminants :
1 1 1 ... 1
-1 2 0 ... 0
D,=|0
0
0 0o -1 2
3 1
2 3 (0)
A, =
(0) 3 1
2 3

Indication — Trouver une relation de récurrence que véri-
fient D, et A,,.

Correction — Pour tout n € N*, D, =2"—1et A, = 2" —1,

& Exercice 14 — Soient n un entier naturel impair et

A € #,(R) une matrice orthogonale, c’est-a-dire véri-

fiant ATA=1,,.

1. Montrer que det(A) € {—1,1}.

2. On suppose désormais que det(A) = 1. Montrer que
la matrice A— I, n’est pas inversible.

Correction —
1. det(ATA) = det(A)? = det(I,) = 1.
2. Supposons que det(A) = 1.
det(A—1,) = det(A—AAT) = det(A) det(I, —A")
=det(I,—A)=(—1)"det(A—1,)

Comme n est impair, det(A—1,,) =0.

& & Exercice 15 — Soient k,n € N* tels que n = k + 2.
On pose :

(x + 1)k 2k 3k nk

(x +2)k 3k 4k (n+ 1)k
Px)= . . .

(x—lin)k (n—iil)k (n—|:2)k (Zn;l)k
Calculer P(x).

Indication — Ce déterminant est un polynéme en x. Quel
est son degré ? Quelles sont ses racines?

Correction — P est un polynéme de degré < k et il admet
au moins k + 1 racines (parex. 1, 2,...,n—1) donc P = 0.
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& & Exercice 16 — Soient B € #,(R) et

= Iﬂ
a=[

B
L |eta®
n
1. Montrer que A est inversible si et seulement si B2—1I,,
lest.

2. Donner son inverse sous cette condition.

Indication — 2. Trouver une matrice inverse de méme forme.

Correction —

1. En effectuant les opérations C; < C; —C,,; et de méme

Cy —Cy—Cpig, ..., C, < C,—C,,, on obtient :
1, B| |l,-B B
B I| |B-I, I,

On effectue alors les opérations L, ,; < L1+ Ly, ...,
Ly, < Ly, + L, pour avoir :

1, B| |L,-B B |_
B L|=| o I +B = det(I, — B) det(I,, + B)
. X Y
2. Cherchons l'inverse sous la forme |:Y X]
I, B] [X Y|_[X+BY Y+BX]_[I, 0,
B I,|”|y x| |Bx+Y By+x]| |0, I,
Ainsi,
X+BY =1,
BX+Y =0,

(B2—1,)X =—I, et (B2—1,)Y = B donc au final,

X=—(B*-1)"
{Y =(B*-1,)'B

S & & Exercice 17 — Soient E un K-espace vectoriel
de dimension n, % une base de E et u € Z(E).
On considere I'application définie sur E" par :

n
(xq, .. x,) = Zdetgg(xl, e X, U, X155 X )
k=1

Montrer que cette application est Tr(u) det.

Indication — Que peut-on dire de deux formes n-linéaires
alternées?

Correction — Soit ¢ l'application définie sur E" par :
n
plxq,...,x,)— Zdet%(xl, e X1, WX ), Xp g5 - -5 X)
k=1

¢ est une forme multilinéaire alternée comme somme de
formes n-linéaires alternées.

Or, d’apres le cours, toutes les formes n-linéaires sont pro-
portionnelles. Donc il existe A € K tel que ¢ = A - det.
De plus, detz(%) = 1. En posant 8B = (eq,...,e,), il vient :

n
P(B)= 2= detyler,..., e 1, uler), e, -ren)
k=1

De plus, detg(eq, - .., e_1,u(er), exs1s--->€n)
1 0 - 0 ay O 0
0 1 o0 0 ay O 0
1
= i,k = Ay k
: 1
: Apqk 0 1 o
0 0 ayu O -+ 0 1

ol A= (a; j)1<i,j<n = Matg(u).
n

Donc p(B)=A = Zak’k = Tr(A) = Tr(u) et ¢ = Tr(u)det,.
k=1
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