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Espaces préhilbertiens réels
PRÉPARATION 12

♣ Exercice 1 —

1. Montrer que pour tout entier naturel n et pour
tout n-uplet (a1, . . . , an) ∈ Rn,

1
p

n
(|a1|+ · · ·+ |an|)⩽

q

a2
1 + · · ·+ a2

n

2. Dans quel cas y a-t-il égalité ?

Correction —

1. Appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs
a = (|a1|, . . . , |an|) et b = (1, . . . , 1) de Rn muni du pro-
duit scalaire canonique.

2. Il y a égalité si, et seulement si, a1 = · · ·= an.

♣ Exercice 2 — Pour P,Q ∈ E = R2[X ], on pose :

(P|Q) = P(1)Q(1) + P(0)Q(0) + P(−1)Q(−1)

Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire et détermi-
ner une base orthonormée pour ce produit scalaire.
Calculer enfin d(X 2,R1[X ]).

Correction —

1. Si (P|P) = 0 alors −1, 0 et 1 sont racines de P, polynôme
de degré au plus 2, donc P = 0̃.
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par orthonormalisation.

3. d(X 2,R1[X ]) = ∥X 2 − p(X 2)∥= (X 2|P3)P3 =

√

√2
3

.

♣ Exercice 3 — Soit E = R4 muni du produit
scalaire usuel. Soit F = Vect(v1, v2) avec :

v1 = (0, 3,1,−1) et v2 = (1,2,−1,1).

1. Déterminer un système d’équations de F⊥ puis
une base orthonormée (v3, v4) de F⊥.

2. Exprimer à l’aide de v3 et v4 la matrice dans la
base canonique de la proj. orthogonale sur F .

Correction —

1. u ∈ F⊥⇐⇒
�

3y + z − t = 0

x + 2y − z + t = 0
puis,

u ∈ F⊥⇐⇒
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Donc F⊥ = Vect((0, 0, 1, 1), (−5, 1, 0, 3)). Il reste à ortho-
normaliser cette base via la méthode de Gram-Schmidt.
Après calculs, F⊥ = Vect

�

v3, v4

�

où :

v3 =
1
p

2
(0,0, 1, 1) et v4 =

1
p

122
(−10, 2,−3,3)

2. En notant p la projection orthogonale sur F ,

∀u ∈ E, p(u) = u− (u|v3)v3 − (u|v4)v4

On obtient la matrice I4 − V3V⊤3 − V4V⊤4 .

♣ Exercice 4 — Soient E un espace préhilbertien
réel et F un sous-espace vectoriel de E.

Montrer que F
⊥
= F⊥.

Correction — F ⊂ F donc F
⊥
⊂ F⊥. Soit maintenant x ∈ F⊥.

Montrons que pour tout y ∈ F , (x |y) = 0. Pour cela, consi-
dérons y ∈ F et une suite (yn)n∈N de F convergeant vers y .

∀n ∈ N, (x |yn) = 0 car yn ∈ F

Il ne reste plus qu’à passer à la limite, par continuité du pro-
duit scalaire, pour obtenir (x |y) = 0. Le produit scalaire est
bien continu, en tant que forme bilinéaire vérifiant :

∀a, b ∈ E, |(a|b)|⩽ ∥a∥ · ∥b∥

♣♣ Exercice 5 — Soit f ∈ C 1(R) vérifiant la
condition f (0) = 0. Montrer que :

f 2(x)⩽ x

∫ x

0

f ′2(t) dt

Indication — Distinguer les cas x ⩾ 0, x < 0 et penser à
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Correction — On munit C 1(R) du produit scalaire :

( f |g) =
∫ x

0

f g si x ⩾ 0 et ( f |g) = −
∫ x

0

f g si x < 0

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz à f ′ et x 7→ 1.

♣♣ Exercice 6 — Polynômes de Legendre

On munit E = C ([0,1],R) du produit scalaire défini

par ( f |g) =
∫ 1

0

f (t)g(t) dt. On pose Pn =
1

2nn!
U (n)n ,

où Un = (X − 1)n(X + 1)n, pour tout n ∈ N.

1. Calculer Pn(1) et Pn(−1).

2. Montrer que deg(Pn) = n.

3. Prouver que Pn ∈ Rn−1[X ]⊥.

Indications — 1. Utiliser la formule de Taylor. 3. Effectuer n
intégrations par parties.
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Correction —

1. Pn =
1
2n

n
∑

k=0

�

n
k

�2

(x − 1)n−k(x + 1)k.

D’où Pn(1) = 1 et Pn(−1) = (−1)n.

2. deg(Un) = 2n donc deg(Pn) = n. Soit Q ∈ Rn−1[X ]. On
effectue une intégration par parties généralisées :

(Pn|Q) = (−1)n
∫ 1

0

Un(t)Q
(n)(t) dt = 0

car 1 et −1 sont racines de Un d’ordre n. Pn ∈ Rn−1[X ]⊥.

♣♣ Exercice 7 — On cherche à calculer pour n ∈ N∗ :

δn = inf
(α1,...,αn)∈Rn

∫ 1

0

(1+α1 t + · · ·+αn tn)2 dt

On munit R[X ] du produit scalaire défini par :

∀P,Q ∈ R[X ], (P|Q) =
∫ 1

0

P(t)Q(t) dt

On note Pn le projeté ⊥ de 1 sur F = Vect(X , . . . , X n).

On écrit Pn = −
n
∑

k=1

βkX k, où (β1, . . . ,βn) ∈ Rn.

1. Montrer que :

δn =

∫ 1

0

(1+ β1 t + · · ·+ βn tn)2 dt

2. On pose R(X ) =
1

X + 1
+

n
∑

k=1

βk

X + k+ 1
.

Au moyen de (1 − Pn|X i), montrer que pour tout
k ∈ ⟦1, n⟧, R(k) = 0. En déduire R(0).

3. Exprimer δn en fonction de n.

Indication — 2. R peut s’écrire sous la forme P/Q avec
P = λ(X − 1) · · · (X − n). Évaluer (X + 1)R en −1 pour déter-
miner la valeur de λ, donc de R(0).

Correction —

1. Pn ∈ F = Vect(X , . . . , X n) donc il existe un unique n-uplet

(β1, . . . ,βn) ∈ Rn tel que Pn = −
n
∑

k=1

βkX k. De plus,

δn = inf
P∈F
∥1− P∥2 = d(1, F)2 = ∥1− Pn∥2

2. 1− Pn ∈ F⊥ donc pour tout i ∈ ⟦1, n⟧, (1− Pn|X i) = 0.

Donc (1− Pn|X i) =

∫ 1

0

�

t i +
n
∑

k=1

βk t i+k

�

dt = R(i) = 0.

R= P/Q où Q = (X + 1) · · · (X + n+ 1) et deg(P)⩽ n.
De ce qui précède, P = λ(X − 1) · · · (X − n). (X + 1)R

évalué en −1 donne λ=
(−1)n

n+ 1
. D’où R(0) =

1
(n+ 1)2

.

3. δn = ∥1 − Pn∥2 = (1 − Pn|1 − Pn) = (1 − Pn|1) = R(0)

puisque 1− Pn⊥Pn ∈ F donc δn =
1

(n+ 1)2
.

2

https://www.mickaelprost.fr

