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STRUCTURES ALGEBRIQUES

Structures algébriques

& Exercice 1 — Soient G un groupe et x,y € G.
On suppose que xy est d’ordre fini n dans G.
Prouver que yx est également d’ordre fini n.

Correction — D’aprés I'énoncé, xyxy ---xy = e, cest-a-dire

x(yx)" 'y =e. De ce fait, yx(yx)" 'y = y, soit (yx)" =e.

De plus, si I'ordre de yx était strictement inférieur a n, on
aurait x(yx)" 'y = xy = e. D’ot1 le résultat.

& Exercice 2 — Théoréme de Fermat
Soient p un entier premier.

1. Soit k € [1,p — 1]. Montrer que p divise (i)
2. En déduire que pour tous x, y € Z,
(x+y)lP=xP+y"[p]

3. En déduire que pour touta €N, a? =a [p].
Que dire dans le cas ol p ne divise pas a ?

Correction —

1. Soitke[1,p—1]. k(i) =p(p_

1
K 1). p étant premier et

k < p, p Ak =1 donc d’apres le lemme de Gauss, p | (i .

2. Pour tous x,y € Z, d’aprés la formule du binéme et la
question précédente,

p

(x+y)P = Z(p)xkyp_" =x"+y” [p]

k=0 k

3. Il s’agit d’'une simple récurrence sur l'entier a, 'hérédité
se justifiant par le fait que (a +1)P =a? +1P =a+1 [p].
Lorsque p f a, on retrouve I'identité a?~* =1 [p].

& Exercice 3 — Soit p un nombre premier.
1. Déterminer les carrés de Z/77Z et Z/11Z.

2. Déterminer le nombre de carrés dans Z/pZ.

Indication — On pourra résoudre x> = a? dans Z/pZ.

Correction —

1. Les carrés se lisent dans les tableaux suivants :

klo|1]2|3|4]|5]6

P=7 S ===l =1=1=1<

kK |01 212 1
k|o|1|2|3]|4|5]|6|7]|8]9]10
P=11 S T (-1 =T=1=T=T=1=T=1=
k‘O‘l 419]|5|13|3|5 9‘4‘1
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2. Mettons de c6té le cas ot p = 2, Z/27Z admettant deux
carrés. Soit p premier impair. Il semblerait, par symétrie
des tableaux précédents, quil y ait }%1 +1= ’%1 carrés
dans Z/pZ. Chaque élément donne en fait naissance a un
carré mais il y a des doublons... que nous allons éliminer !
Notons que :

=t F-a)(x+a)=0

Z/pZ étant un anneau intégre, X> = @- ssi X = %a.
Chaque carré, a I'exception de 0, possede donc exacte-
s 7 . . — —2 pfl
ment 2 antécédents par l’apphcatl(l)n x—Xx"llya5
carrés non nuls, soit un total de % carrés dans Z/pZ.

& & Exercice 4 — Equation du second degré dans I
Soit p un entier premier impair.

Montrer que I'équation x? + ax + b = 0 admet des
racines dans Z/pZ ssi a? — 4b est un carré dans Z/pZ.

Indications — On pensera a revenir a la forme canonique.
Quel est I'inverse de —2 dans Z/pZ?

Correction — Notons que (Z/pZ, +, x) est ici un corps.

Pour x,a, b € R, on écrirait :

2 a*—4b
4

x2+ax+b=(x+%) =0 (%)

—2 étant d’inverse ‘%1, I’équation (x) se réécrit dans Z/pZ,
en allégeant les notations,

(x—a-p;1)2=(a2—4b)'(p%1)2

L’équation admet donc des racines dans Z/pZ ssi a®> —4b est
un carré dans Z/pZ.

& & Exercice 5 — Produit de deux groupes cycliques

Soient G, et G, deux groupes cycliques d’ordres respec-

tifs n; et n,.

1. Montrer que si x € G; est d’ordre p et y € G, est
d’ordre g, alors (x, y) est d’ordre p V q dans G; x G,.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n,
et n,, le groupe produit G; x G, est-il cyclique ?

Correction —
e Pour tout k € Z,

o,y ="y )=(er,e) < plketqlk
< pVqlk

Ainsi, (x, y) est d’ordre p V q.
* Montrons que G; X G, est cyclique ssi n; Any = 1.
Supposons G; x G, cyclique. Si (x,y) engendre
G, X Gy, G; = {x) et G, = (¥). (x,y) est dordre
card(G; x G,) = nyn, mais aussi, d’aprés ce qui pré-
cede, d’ordre n; V n,. Ainsi, n; An, =1.
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Supposons que n; An, = 1. Soient (x,y) € G; x G,
tels que G; = (x) et G, = (y). D’apreés ce qui pré-
cede, (x,y) est dordre n; V n, = nyn, dans G; x G,.
Par égalité des cardinaux, G; x G, = {(x,y)).

& & Exercice 6 — Radical (ou racine) d’un idéal
Soit I un idéal d’'un anneau commutatif A. On appelle
radical de I ’ensemble :

Vi={xe€A|IneN, x" eI}

1. Montrer que +/T est un idéal de A contenant I.
2. Soient I et J deux idéaux de A.

(a) Montrer que si I C J, alors VIc /.

(b) Montrer que VInT =+v/InVJ.

3. Trouver le radical des idéaux de Z.

Indications — 1. Ne pas oublier de montrer que (+1,+)
est un sous-groupe. 3. On prouvera que pour tout n = 2,
vnZ=p;--p,Z, ol les p; sont les facteurs premiers de n.

Correction —

1. 1I est clair que I C +/I. Il s’agit ensuite de montrer que
/T est absorbant pour la loi x puis que (+/T,+) est un
sous-groupe.

e Soit x € /T tel que x™ € I. Alors par commutativité,
pour tout y €A, (xy)" = y"x".
x" €1 et ] estun idéal donc xy = xy € /1.

» Soient x,y € VIetp,ge€Ntelsque x?P €I et yI € 1.
Par commutativité,

p+q+1

(X +y)p+q+1 — Z (p +q+ l)xkprqurlfk

k=0 k

Pour tout k > p, x* € I donc (P*{)xkyrratik e 1.
De méme, pour tout k < p, p+q—1—k = q, donc
yPratik e [ e (PU)xkyptati=k e 1 (1, +) étant un
sous-groupe, (x + y)PT9*! € I et de ce fait, x + y € /1.
2. Soient I et J deux idéaux de A.
(a) Soient x € +/1. Il existe n € N tel quex"elclJ.
De facon immédiate, x € V/J.
(b) Montrons que vINJ = vIN+/J.

Soient x € vINJ etn € Ntel que x" € INJ.
Trés clairement, x € V1IN v/J.
Soient x € vIN+/J et p,q €N tels que xP € I
et x?eJ. x™>*@D e 1nJ donc x € vVINJ.
3. Les idéaux de Z sont les nZ, avec n € N.

» Sine{0,1}, vnz =nZ.

* Supposons maintenant que n = 2 et écrivons la décom-
position premiére de n sous la forme n = p?l ~oepyret
montrons que vnZ = p; -+ p,Z.

Soient x € V/nZ et k € N tel que x* € nZ. 1l est clair
que pq,...,p, divisent x* donc divisent x par primalité
(lemme de Gauss). Ainsi, x € p; - -+ p,Z. Réciproque-

ment, en considérant a = max(a,...,a,), n|x* donc
x* € nZ et alors, x € v/I. D'ott VnZ =p,-+-p,Z.

S & & Exercice 7 — Cyclicité de ]F;;
Soit p un entier premier impair.

1. Soit G un groupe abélien cyclique. Montrer que si
X,y € G sont d’ordres respectifs p et g, alors il existe
un élément de G d’ordre p V q.

2. Montrer que ((Z/pZ)*, x) est un groupe cyclique.

Indication — 1. On pourra dans un premier temps prouver
la propriété lorsque p A q = 1. 2. Montrer que le ppcm de
tous les éléments de (Z/pZ)* est p — 1.

Correction —

1. (i) Supposons p Aq=1.Si(xy)*=e, alors (xy)Pk =
yPk =e et (xy)? = x% = e donc p | gk et q | pk.
D’apres le lemme de Gauss, pg = pVq | k. Donc xy
est d’ordre p V q.

(ii) Pour tout diviseur d de p, on montre facilement
que xP/? est d’ordre d. Il en va de méme pour un
diviseur de q.

(iii) Ecrivons les décompositions premieres de p et q
sous la forme p =p{"---p% et q =pf - phr.
Alors, pVq =p§1 --+pIr ot y; = max(ay, B;).
piY" divisant soit p, soit g, le point (ii) prouve qu’il
existe un élément g; de G d’ordre p!".

Les pzl" étant deux a deux premiers entre eux, le
point (i) permet de prouver par récurrence que
g1+ &, est un élément de G d’ordre p V gq.

2. Revenons maintenant au groupe (abélien) G = (Z/pZ)*.
* D’apres le cours, 'ordre de chacun de ses éléments di-

vise card((Z/pZ)*) = p—1. Le ppcm de tous ces ordres,
notons-le d, divise donc p — 1.

* En outre, chaque élément k de (z/ pZ)* vérifie Ed =1
donc est racine du polynéme X< —1. Mais ce polynéme
admet dans le corps Z/pZ au plus d racines distinctes.
De ce fait, d =p —1.

e D’apres le résultat de la question précédente, il existe
nécessairement k € Z/pZ d’ordre p — 1. Pour des rai-
sons de cardinalité, (Z/pZ)* = (k).
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