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SERIES NUMERIQUES ET FAMILLES SOMMABLES

Séries numériques et familles sommables

& Exercice 1 — Prouver la convergence et déter-
miner la somme des séries de terme général :

l1—e 2 5 n*42"
en n(n+1) 37’ n!
Correction — —e par télescopage, —1/2 par télescopage

et série géométrique, e(e + 2) en reconnaissant une série
exponentielle.

& Exercice 2 — Déterminer la nature des séries
de terme général :

Vn—-l-l— W; n—cos(l/n) ; n—ch(l/n) ;
In"(n) ) 1 2 " 1
ninn vn—1 Jn Jn+1
Correction —
1. converge (par équivalence a 1/n?);
2. diverge (par minoration par 1/n);
3. diverge (par équivalence a 1/n);
4. divergence grossiére;
5. converge vers 1 —1/+/2 (par télescopage).

& & Exercice 3 — Etudier la série de terme général

U, =cos(nv1+n+n2).

Correction —
3n 1
u, =cos(mrv1+n+n2) = cos(nn+ +—+O( ))
n—+o00 2 8n n2
3 n 1 1
(—1)" " sin 8 n " Yy "
3
ot Ton a posé v, = (—1)1 22
8n

* v, converge par critére spécial des séries alternées.

1
* u,—v,=0 (ﬁ) donc > (u, —v,) converge.

Ainsi, D> u, converge comme somme de séries convergentes.

&& Exercice 4 — Etudier la nature des séries
de termes généraux a,, = sin(n(2 — +/3)") puis

b, = sin(m(2 + V3)M).

Indication — Trouver un équivalent de a, puis prouver que
(2—+/3)" + (2 + +/3)" est un entier pair pour tout n € N.

PREPARATION 5

Correction — Posons ¢ = 2— /3. |g| < 1 donc q" ——0.
n—+00

~

Ainsi, a,, > 1q" et on peut appliquer la régle des équiva-
n—+0oo

lents & notre série & termes positifs : Y. a, converge.
De plus, d’apres la formule du binéme, pour tout n € N,

ln/2]
(2—V3)"+(2+V3)"=2 Z ( " )2"—2P3P €2N
k=0 2p

En notant 2q un tel entier,
b, =sin (an —n(2— \/5)”) =—a,

La série Y. b, est de méme nature que ). a,.

& & Exercice 5 — Préciser la nature des séries de termes
généraux :
a,= nl+l/n — 1
Vn+(=1)y/n
cos(2y/n
n
1
e, = (;)az" ota€eR f,=(-1)"—= n(n)
1 1 ln(n)
=—In{14+—
S “( ﬁ) "~ in(er—1)
. _ In"(n
=1+ Jn= n(,)
Jx s sin?(x)
———dx I[,= — = dx
V3 + x2 o 1+x2
+00 +o0
1 (="
m, = T Pn = Z
k=n+1 k2 k=n+1 k2 +1
Correction —
a) diverge (par comparaison) ;
b) diverge (par équivalent) ;
¢) converge (convergence absolue) ;
d) divergence (divergence grossiére) ;

e)
D

converge ssi |a] < 1 (d’Alembert et DVG pour |a| = 1);

converge (critére spécial des séries alternées) ;

g) diverge (par équivalent) ;
h) diverge (équivalent puis comparaison ). / f) ;
i) converge (par comparaison) ;
j) converge (d’Alembert) ;
k) converge ( fo Vxdx = n3/2)
) converge ( n fol/n 2 dx 3n3)'
+00 1 1
m) diverge ( Z @ = 1 ou bien m,, oo E)’
k=n+1
p) converge (majoration du reste, CSSA).
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& & Exercice 6 — Soient deux suites (u,,),cy €t (Va)hen
de réels strictement positifs. On suppose qu’il existe
ny € N tel que :

u v
Vn>n, -l

1. Montrer que si Y. v, converge, alors Y. u, converge.
Vérifier alors que pour tout n = ny,

+oo +00

U,
E U S — - E Vi
v

k=n+1 T k=n+1

u Au
2. En déduire que si = <A, R, < —%.
u, 1—24

Indication — S’intéresser a la monotonie de (w,/V,)p>n, -

Correction —

ullo .
1. u, < eV donc par comparaison de SATE > u,

converge. De plus, pour tout k = n
11 ne reste plus qu’a sommer.

2. On choisit v, = A™.

>n0’uk<_ V-

& & Exercice 7 — Pour a réel, on pose sous réserve
+00
2 37 1
d’existence, R, = PR
k=n+1
Préciser les valeurs de a pour lesquelles >R, converge
+00 +00 1
et montrer qu’alors ZR“ = Z e
n=0 k=1

Correction — Sia > 1,R, oo W donc ) R, CV ssi

a > 2 mais la sommabilité permet de contourner cette étude.
Par positivité,

+00 +00 +00 +00 k—1 +

8

+00

1 l _ ﬁ _ 1
HZ:(:)k:Zn-;—l Z k - ; n=0 ke k=1 ke k=1 kot
+00
po— ka—l

& & Exercice 8 — Montrer qu’il existe une constante

(= 1)’<) C
C>0te11eque| |(1+ ~  —,
k=2 vk Jnotee v/n

Indication — Passer au In et trouver un dév. asymptotique.

n
: [1 (R0
Correction — Posons u,, = (1 +—
k=2 vk

D) _ (=DF 1 1
l“(”ﬁ)k;m /K ‘ﬂ*o(m)
o (1" 1
Or — = 0O(1)et — = —In(n)/2+0(1)
; \/E n—+o0 ;2]( n—+o00

Par sommation des relations de comparaison,

In(u,,) e —In(n)/2+0(1)

. _ . C
Ainsi,u, = e MW/2H0M) soiry  ~
n

—+00 ’ " notoo /1

S & & Exercice 9 — Soit Z a, une série a termes posi-
tifs convergente. On note R, son reste au rang n.
aTl

VR, + VR

Etablir la convergence de Z

Indication — Procéder a une comparaison série-intégrale.

Correction — Pour tout k € N*,

0<b, = aj R — Ry Rkl_Rk
=
VR + \/Rk—l VR + +/Ri_1 24/Ry
Il vient alors 0 < f ——. En sommant,
Ry R,
1 dt dt
YneN*, 0< bk < = —
o 20k, isa, v

Les sommes partielles de la série a termes positifs Y. b,, sont
bornées donc Y. b, converge.

1
S & & Exercice 10 — Calculer _ .
p,qza:\f* p*q+pg*+2pq

Indication — On pourra poser n = p +q.
Correction — Etudions la sommabilité de la famille de réels
positifs (u, ;) définie par :

1 3 1
p*q+pg*+2pq pq(p+q+2)

Upg =

1
Hpa = Z Z 4 p(n—p)(n+2)

p,q=1 n=

+00 n—1

1 1 1
St
n=1n(n+2)p—l p n—p
+

2

n(n+2) p p Z n(n+2)
n= p 1 p=1% n=p+1
_*°°1 *z*’ (1 1 )
P S \n n+2
+°°1( 1 1 )
=) | —+—
p:lp p+1 p+2
+°°(1 1 1 ) 7
= —_ = — + 00
=\2p p+1 2(p+2) 4

par télescopage. Ceci justifie la sommabilité de la famille.
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