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NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL

Norme sur un espace vectoriel

PREPARATION 6

& Exercice 1 — Pour tout M € #,(C), on pose

n

M|l = sup > |m;]

1<i<n i

1. Montrer que || - || est une norme sur .4, (C).

2. Montrer que pour tout A € Sp(M), |A| < [|M]|.

Correction —
1. Classique!
2. Soit A € Sp(M) et X un vecteur propre associé.

Vie[1,n], Zmikxk = Ax;

k=1

Donc, pour tout i € [1,n], par inégalité triangulaire,

AT < sup [xl -

p Ixil|- [IM]|
1<k<n <k<n

n
Z Imy| < su
k=1 1<k

Ainsi, en passant au sup, |A| - [[X|leo < IM]| - [IX]|oo-

Comme ||X||oo > 0 (on aurait sinon X = 0), |A]| < ||M]].

& & Exercice 2 — Soient E = ¥°°([0,1],R) et les
applications définies sur E par :

VfEE, Ni(f)=IF O+ oo ;
No(f) = IF O] +1F /@)1 + 11 "lleo 5
Ny(f) = -

Montrer que ce sont des normes et les comparer
entre elleset a ||+ || oo -

Indication — Penser a 'inégalité des accroissements finis.

Correction —

1. Posons,pourp eN'et f €E,

p—1
N, (F) =D 1F PO+ 1 Plloo
k=0

Montrons que N, définit bien une norme sur E.
* N, est clairement a valeurs dans R,

* SiN,(f) = 0, alors, la somme de termes positifs
étant nulle, ||f ]|, =0 et

Vke[o,p—1], f®)=0

f (P) est donc nulle sur lintervalle [0,1] donc f -1
y est constante. Mais f ?~)(0) = 0, donc £~V est
nulle et ainsi de suite... On a bien f = 0.

* Deplus,sileRetf €E,
p—1
N,(Af)= IAIZ LFOOI+HALS Plloo = 121N, ()
k=0

e Enfin, si f,g € E,

p—1

N, (f +8) =D IFD(0) + g®(0) + 1P + gl
k=0

2. Soit f € E. D’apres l'inégalité des accroissements finis,
pour tout x € [0, 1],

IfFC=1f @I <IfFC)=FOI < x-[If oo < NIf'lleo

Donc ||f |l < N;(f). On généralise facilement et on
montre que pour tout p € N*, N,(f) < Npi1(f).

& & Exercice 3 — Soit £!(N) 'ensemble des suites
réelles sommables, c’est-a-dire :

(N = {(un) € RN,Z |u,| converge}

Pour tout u € £}(N), on pose :

+00 1) 1/2
lually = lual; llullo = suplul 5 llull, = (Zui)
n=0 neN n=0

1. Montrer que |- ||; et || || o définissent deux normes
sur £!(N) puis les comparer.

2. Montrer que tout élément de £!(N) est de carré
sommable. Prouver que || - ||, est une norme et la
comparer avec || - ||;.

Indication — 1. On considérera une suite presque nulle pour
montrer que les normes ne sont pas équivalentes.

2. Pour a,b € R, a% + b% < (Ja| + |b|)? et 2|ab| < a® + b2,
Correction —

1. Pas de grosses difficultés pour montrer que || ||; et || || oo
sont des normes. Rappelons que toute suite sommable
converge vers 0, donc est bornée. ||u||o, a bien un sens.
Par ailleurs, pour tout n €N,

+00
Jual < gl =llull,  done lullos < flull,
k=0
Il ne peut exister de réel positif a tel que :

-1l < all-lleo

11 suffit en effet de considérer la suite prenant la valeur 1
pour n < N puis 0. On aurait N < a quel que soit N.
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2. On montre par récurrence que pour tout xy,...,xy €R,

N 2

N
Si u € ¢}(N), alors, pour tout N € N, Zui < full?.

n=0
La série a termes positifs est majorée, donc elle converge,

ce qui montre que u est de carré sommable. En passant
a la limite, on trouve ||ul|, < ||ull;.

| - |l est de plus une norme euclidienne, elle découle du
produit scalaire défini par :

+00

W)= uv,

n=0
Cette derniere somme a un sens puisque pour toutn € N,

1
2, .2
0 < |u,v,l < 5 (u; +vy)
Donc par comparaison, la série converge absolument.
Enfin, les deux normes ne sont pas équivalentes. Sinon,
en utilisant la suite définie dans la question précédente,
on établirait 'existence d’'un réel a > 0 tel que pour tout

N €N, N < a+/N. Absurde!



https://www.mickaelprost.fr

