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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Suites et séries de fonctions

PREPARATION 8

& Exercice 1 — Montrer que la suite de fonctions
(fidnen+ OU f,, est définie par :

1
1+xzsin(—) six#0
nx

1six=0

Vx eR, fulx)=

converge uniformément sur tout segment de R.

Indication — On utilisera I'inégalité |sin(x)| < |x|.
Correction —
1. (fy)nen~ converge simplement sur R vers f : x — 1.

2. Soienta,beRtelsquea<betg,=f—f,.

. ( 1 )
simn| —
nx
_ max(lal, b))

< 0.
n

n—+0o

al

A
n

VX € [a; b]; |gn(x)| = x2

Donc [|gnlloo

La convergence est uniforme.

& Exercice 2 — Etudier la convergence simple puis
uniforme sur R, de la suite de fonctions (f,) ey
définie par :

Vx=0, f,(x)= n%xex’ (a>0)

Indication — Pour justifier la convergence uniforme, on
pourra ici calculer ||f, || oo-

Correction —

1. n%P" —— 0 pour B > 0. (f,),ey converge donc

n—+00
simplement sur R, vers la fonction nulle (on traitera

séparément le cas x = 0).

1
2. Une étude de f/ montre que ||f,]loo = f, (—)

van
—-1/2
_¢ a—1/2 1
”fh”co'— VEZ n o100 0 — a< 5

. . . 1
11 y a convergence uniforme si, et seulement si, a < >

& & Exercice 3 — Soit f € ¥2(R), de dérivée se-
conde bornée. Etudier la convergence simple puis
uniforme sur R de la suite de fonctions (¢, ) en-
définie par :

vxeR, g0 =n(f(x+1)-5)

Indication — On pourra exploiter I'inégalité de Taylor-
Lagrange.

Correction —

1. f est dérivable donc f(x +h) o f(x)+hf'(x)+o(h).

Ainsi, pour tout x € R,

o) =n(f (x4 1) =F@) = Fe+o)

La suite de fonctions (¢, ),en+ cONverge ainsi simplement
sur R vers f'.

2. f étant de classe €2 et f” bornée, I'inégalité de Taylor-
Lagrange nous permet d’écrire pour tous a,b € R,

(b—a)

|f(b)—f (@)= (b—a)f'(a)| < 1l

Linégalité devient ici, pour tous x € R et n € N¥,

fF/O| _ 1 Mo

<
n 2n2

'f (x+2) =00~

Ainsi, |, (x) = f/(x)] <

1"
1o et donc,
2n

If Nl o
2n

— 0

n—+00

lon = flloo <

La convergence est bien uniforme.

& Exercice 4 — Etudier les convergences simple,
uniforme et normale sur R des deux séries de fonc-
tions de termes généraux :

L o g="
P— x)=
n2 + x2 &n n+ x2

fh(x)::

Correction —

1
1. |falleo = —- > f, converge normalement (donc unifor-
n

mément et simplement) sur R.

1
2. |lgulleo = = donc D’ g, ne converge pas normalement.
n

Le critere spécial des séries alternées assure la conver-
gence simple et méme uniforme de > g, sur R. En effet,
pour tout x € R,

+00

2.

k=n+1

(—1)*

k+ x2

1 < 1

R.(x)| = S X
IRy () n+l14+x2 n+1

1
< —
donc Ry |loo < 11 moroo

La convergence uniforme assure enfin la convergence
simple de la série de fonctions.
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& & Exercice 5 — Apres avoir justifié la conver-
gence simple de la série de fonctions sur R, don-
ner un équivalent en 400 de :

+00
floy =y, X

4 1+n2x

vx1In(n)

14+n2x

fa(x) e o( 3/2) donc Z fn(x) converge

neN*

Correction — Soit x > 0. Posons f,(x) =

De plus, f,(x) e :21(51 Montrons que Z Vxf,(x) ad-

met une limite finie grace au théoréme de la double limite.

ln(n)

YneN*, Vx>0, [Vxf,(x)|<

D’ou la convergence normale de la série sur R . Ainsi,

xlgrn Z Vxf(x) = Z hm Vxf,(x) = le In(n) >0
; 1 Sin(n)
Enfin, f(x) e = ; -
&& Exercice 6 — Soit f : x — Z Ch(nx)

1. FEtudier la dérivabilité de f sur Dy

2. Donner un équivalent de f(x) en O et +00.

Correction — f(x)

et f(x) ~

x—::oo Ch(x) x—0* 2X

& & Exercice 7 — Soit f : [0,1] — R une fonction
continue telle que :

1
YneN, Jt”f(t)dt=0 (%)
0

Montrer que f est nulle.

Indication — On appliquera le théoreme de Weierstrass.

Correction — L’égalité (x) permet d’obtenir :

1
VP e R[X], J P(t)f(t)dt=0
0

D’apreés le théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,)
de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur le
segment [0, 1] vers f. De plus, pour tout n €N,

1 1 1
f fz(t)dt=J Pn(t)f(t)dt+J (f =P,(e))f () dt
0 0 0

1
=J (f =P, (t))f () dt
0

1
Ainsi, < ”f_Pn”oof If ()] dt ——0.
0 n—+00

1
J f2(t)dt
0

1
Dol f f2(t)dt=0

Par continuité et positivité de f2, f2 =0 donc f = 0.

& & Exercice 8 — On pose, pour tout x > 0,
- ~ n!(x +n)

1. Wérifier que f est bien définie sur R7.

2. Montrer que f est de classe 4! sur R* et étu-
dier sa monotonie.

3. Montrer que pour tout x > 0,

Xf ()= fle+1) =2

4. Donner un équivalent de f(x) en 0 et en +00.

(=1)"
n!(x +n)

1
L falloor: < = La série Y. f, converge normalement
: n

Correction — Posons f,(x) = pour x >0etn €N.

donc simplement sur R?.
2. On applique le théoréme de dérivation terme a terme.
* Pour tout n €N, f, est de classe €' sur RY.

* > f, converge simplement sur RY.

1 .
* flloo < = Z f,/ converge normalement (donc uni-
formement) sur R*

f est donc de classe %”1 sur R} et

(_1)n+1
n'(x + n)2

Vx>0, f'(x )—Z

D’apreés le critére spécial des séries alternées, f’(x) est
du signe de f;(x) <O0. f est donc décroissante sur R .

+o0o n _
Vx>0, xf(x)zZ%

)" S (=
Z ! Z(n—l)!(x+n)
) S (=
Z ! Z(:)n!(x+1+n)

Ainsi, xf(x)— f(x+ 1) = %.

4. Par continuité de f en 1,
1 1
xf)=-+flx+1)— f(D+-=1
e x—=0 e

1 1
f(x) ~ —.On montre de méme que f(x) ~ —.
x—0 X X—+00 ex
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