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Chap. 1 & 2 | Révisions d’algèbre linéaire, déterminants

1. Espaces vectoriels

– Familles de vecteurs. Familles libres, familles génératrices, bases.

– Théorèmes de la base incomplète et de la base extraite.

– Somme de p sous-espaces vectoriels, somme directe. Caractérisations. Base
adaptée. Cas particulier de la somme de deux sous-espaces vectoriels, sous-
espaces supplémentaires. Existence d’un supplémentaire en dimension finie.

– Hyperplans (définis comme noyaux de formes linéaires non nulles). Caracté-
risation comme sous-espaces admettant une droite comme supplémentaire.
Caractérisation en dimension finie. Formes linéaires proportionnelles et
hyperplans. L’intersection de p hyperplans est de dimension au moins n− p.

2. Applications linéaires

– Définition, noyau et image. Caractérisation de l’injectivité et de la surjectivité.

– Théorème du rang (formulations dimensionnelle et géométrique).
En dimension finie, f injectif ssi f surjectif ssi f bijectif.
L’image d’une base (de toute base) par un isomorphisme est une base.

– Représentation matricielle des vecteurs et des applications linéaires. Matrices
de passages et changement de bases. Matrices semblables et équivalentes.

– Sous-espaces stables, endomorphismes induits.

3. Matrices

– Produit, calcul de puissances (formule du binôme et, sur des exemples
uniquement, diagonalisation, polynôme annulateur), inversion.

– Matrices semblables. Deux matrices semblables ont même rang, même trace
et même déterminant.

4. Endomorphismes remarquables

– Projecteurs et symétries : définitions et caractérisations.

5. Déterminants

– Déterminant d’une matrice. Caractère n-linéaire alterné. Caractérisation des
matrices inversibles. Invariance par similitude. Développement par rapport
à une ligne/une colonne. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs.

– Comatrice. Si M ∈Mn(K), M ·Com(M)⊤ = Com(M)⊤ ·M = det(M)In.

– Déterminant d’une famille de vecteurs. Caractérisation des bases.

– Déterminant d’un endomorphisme. Déterminant d’une composée, caractéri-
sation des automorphismes.

Questions de cours

• Pour tout (A, B) ∈Mn(K)2, Tr(AB) = Tr(BA). Trace d’un endomorphisme.

• Deux matrices sont équivalentes ssi elles ont même rang (thm 1.84).

• Si s est une symétrie vectorielle de E, E = Ker(s− idE)⊕ Ker(s+ idE).

• H est un hyperplan de E ssi il existe u ̸= 0E tel que E = H ⊕ Vect(u).

• L’intersection de p hyperplans de E avec dim(E) = n est un espace vectoriel
de dimension au moins n− p.

• Déterminant de Vandermonde, méthode au choix de l’étudiant(e).


