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Chap. 10 | Fondements des probabilités

1. Révisions des techniques combinatoires vues en 1ère année : p-listes ou p-uplets,
permutations, arrangements et combinaisons de p éléments d’un ensemble
fini. Indicatrices.

2. Espaces probabilisés

– Tribu, probabilité. Système (quasi-)complet d’événements.

– Distribution de probabilités discrètes. Cas fini : probabilité uniforme.

– Continuité croissante/décroissante et application aux calculs de limites de la
probabilité d’une réunion/intersection d’événements. Sous-additivités finie
et dénombrable. Événements négligeables, événements presque sûrs.

– Conditionnement et indépendance : probabilité conditionnelle, formules
des probabilités composées, des probabilités totales et formule de Bayes.
Indépendance 2 à 2 et indépendance mutuelle d’une famille d’événements.

3. Variables aléatoires discrètes

– Définition d’une variable aléatoire. (X ∈ A) est un événement.
((X = x))x∈X (Ω) est un système complet d’événements.

– Loi de probabilité, loi conditionnelle.

– Lois usuelles : loi certaine, loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale, loi
géométrique, loi de Poisson.

– Couples de variables aléatoires : loi conjointe, lois marginales. Extension
aux n-uplets de variables aléatoires.

– Indépendance : couple et famille finie/infinie de variables aléatoires indé-
pendantes. Lemme des coalitions.

Chap. 11 | Moments d’une variable aléatoire

1. Espérance d’une variable aléatoire réelle ou complexe. Espace L1. Propriétés,
théorème de transfert, espérance d’un produit en cas d’indépendance.

Pour une variable aléatoire X ∈ L1 à valeurs dans N, E(X ) =
+∞
∑

n=1

P(X ⩾ n).

2. Variance, covariance et écart type d’une variable aléatoire réelle. Espace L2.
Formule de Kœnig-Huygens, inégalité de Cauchy-Schwarz. Variance d’une
somme finie de variables aléatoires, cas de variables décorrélées.

3. Espérance et variance des lois usuelles.

4. Fonctions génératrices. Caractérisation de la loi. Continuité sur Df (0,1).
Somme finie de variables indépendantes. Fonctions génératrices et calculs
des moments (ordres 1 et 2). Fonctions génératrices pour les lois usuelles.

5. Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev ; loi faible des grands
nombres.

Questions de cours :

• Pour P(A) ̸= 0, la probabilité conditionnelle relative à A est une probabilité.

• Somme de deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson
(par le calcul de P(X + Y = n) puis à l’aide des fonctions génératrices).

• Exercice : Un insecte pond des œufs, dont le nombre suit une loi de Poisson de
paramètre λ. Chaque œuf a une probabilité p d’éclore. On note X la variable
aléatoire égale au nombre d’insectes nés. Déterminer la loi de X .

• Inégalité de Cauchy-Schwarz : si X , Y ∈ L2, E(X Y )2 ⩽ E(X 2)E(Y 2).

• Inégalités de Markov (au moyen d’une indicatrice) et de Bienaymé-Tchebychev.


