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Chap. 4 | Réduction (2)

Soient u ∈ L (E) et M ∈Mn(K), où E est un espace vectoriel de dimension finie.

1. Polynômes d’endomorphismes. Algèbres commutatives K[u] et K[M].

2. Polynômes annulateurs, polynôme minimal.

– K[u] = Vect
0⩽k⩽d−1

(uk) où d = deg(πu) ; dim(K[u]) = d.

– Deux matrices semblables ont même polynôme minimal.

– Si F (de dimension non nulle) est stable par u, πu|F | πu.

– Si P annule u, toute valeur propre de u est racine de P.

– Théorème de Cayley-Hamilton. Les racines du polynôme minimal d’un en-
domorphisme sont exactement ses valeurs propres ; deg(πu)⩽ dim(E).

3. Réduction

– Lemme de décomposition des noyaux.

– Un endomorphisme est diagonalisable ssi il admet un polynôme annulateur
simplement scindé, ssi son polynôme minimal est simplement scindé.

– Si u est diagonalisable et F stable par u, l’endomorphisme induit u|F est
diagonalisable.

– Un endomorphisme est trigonalisable ssi il admet un polynôme annulateur
scindé, ssi son polynôme minimal est scindé.

– Sous-espaces caractéristiques : Fλ = Ker ((u−λidE)mλ) où λ ∈ Sp(u) et mλ
est l’ordre de multiplicité de λ. dim(Fλ) = mλ et Fλ = Ker

�

(u−λidE)dλ
�

avec πu = (X −λ)dλQ et Q(λ) ̸= 0.

– S’il existe un polynôme scindé annulant M , alors M est semblable à une
matrice diagonale par blocs, chaque bloc diagonal étant triangulaire et à
termes diagonaux égaux.

Révisions d’analyse asymptotique

Recherche de limites, d’équivalents et de développements limités / asymptotiques.
Applications diverses (suites récurrentes, suites définies implicitement, fonctions
définies par une intégrale...).

Les équivalents et développements limités usuels sont à connaître par ♥.

Questions de cours :

• Si f ∈ GL(E), où E est un K-e.v. de dim. finie, f est diagonalisable si et
seulement si f 2 est diagonalisable.

• Si u, v ∈ L (E) sont diagonalisables et u ◦ v = v ◦ u, alors il existe une base
commune de diagonalisation.

• Pour toute matrice A∈Mn(C) telle que ρ(A)< 1, Ap −−−−→
p→+∞

0.

• Développement limité à l’ordre 2n+ 1 en 0 de arcsin(x).


